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Prefacio

Este libro aborda las matemaéticas presentando los conceptos y operaciones basicas desde un punto de vista di-
vertido, intuitivo y concreto, basado en un enfoque de solucién de problemas; para gradualmente pasar a las
construcciones mas complejas y abstractas.

Estd escrito de forma que pueda ser utilizado como un material de referencia por estudiantes y profesores de
primaria, secundaria o preparatoria; o bien como un material de apoyo para un primer curso de Algebra Superior
en los estudios de licenciatura.

Este libro es fruto de las experiencias de los autores al impartir cursos de Algebra Superior en el primer semestre
de las licenciaturas que ofrece la Facultad de Ingenierfa Eléctrica de la Universidad Michoacana de San Nicolés
de Hidalgo, en Morelia Michoacdn. En muchas ocasiones los estudiantes de nuevo ingreso no tienen la suficiente
claridad en temas bdsicos de matemdticas como por ejemplo: la notacién decimal, las operaciones elementales,
las fracciones, las propiedades de la igualdad, etc. Este libro nace como material de apoyo para estos estudiantes.

Motivacion para escribir este libro

Creemos que un enorme error, en la ensefianza de las matemadticas, se genera al reducir las matemadticas a un
conjunto de férmulas y procedimientos desarticulados, sin conocer cémo se llega a ellos. Tarde o temprano es tal
la cantidad de férmulas y procedimientos, que se olvidan o se confunden y los estudiantes no tienen forma de
detectar cuando cometen errores. Los errores también aparecen en algunos libros de dlgebra, cuando estdn llenos
de férmulas desprovistas del contexto en el que se generan. Por ejemplo, se dice que para despejar una variable
en una ecuacién se deben seguir las reglas siguientes:

Si algo esta sumando, pasa al otro lado de la igualdad restando.

Si algo esté restando, pasa al otro lado de la igualdad sumando.

Si algo estd multiplicando, pasa al otro lado de la igualdad dividiendo.

Si algo esté dividiendo, pasa al otro lado de la igualdad multiplicando.

Utilizar estas reglas, en lugar de las propiedades de la igualdad, conduce frecuentemente a errores y, mas grave
aln, a la pérdida de la confianza en las operaciones que el estudiante estd realizando. Las matemadticas resultan
atractivas cuando se entienden, y los conceptos se pueden imaginar y visualizar. De esta manera se puede construir
sobre seguro, con la certeza de las operaciones que se realizan.

Hace muchos afios, en una conferencia acerca de la ensefianza de las matemadticas, impartida en el Colegio Primiti-
vo y Nacional de San Nicolas de Hidalgo en Morelia Mich., el conferencista destacaba la necesidad de “degustar”
las matematicas, tal como se degusta una buena comida. Debe ser nutritiva, con buena presentacion, olor y sabor.
Esta clase de comida se genera cuando el estudiante “descubre”, entiende y aplica el sentido de las estructuras
matemadticas. Por el contrario, recibir una enorme cantidad de férmulas y procedimientos sin sentido para €l, seria
el equivalente a recibir una “comida predigerida” sin sabor u olor atractivo; terminando por aborrecer la comida y
comer por necesidad. Esta analogia es muy {til para desarrollar el gusto por las matematicas en los estudiantes.

Aunque suena extremo, percibimos que asi es la realidad en México. Hay muchisimos estudiantes que aborrecen

las matemadticas porque nunca las “saborearon”, en la primaria, secundaria o preparatoria; y solamente aprendieron
férmulas y procedimientos para pasar exdmenes y aprobar los cursos.
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Esto también explica la saturacién de carreras universitarias que no llevan muchas matematicas y, por el contrario,
la poca demanda de carreras cuyo fundamento son las matemaéticas.

Si los lectores encuentran util este libro, para “descubrir” el sentido de las mateméticas o despejar algunas dudas
basicas que tenian; el tiempo y los esfuerzos dedicados en su elaboracién habrin tenido sentido.

Organizacion del libro

El libro contiene tres partes:

= Aritmética.

El capitulo 1 se dedica a presentar los niimeros naturales y la operacién de suma de niimeros enteros. Se
introducen los nimeros positivos utilizando la figura de cilindros y los nimeros negativos utilizando la
figura de huecos en un tablero. Con estos elementos es muy sencillo definir la operacién de suma y sus
propiedades.

El capitulo 2 se dedica a presentar la operacién de resta como una suma, aprovechando el concepto de
inverso aditivo definido en el capitulo anterior.

El capitulo 3 aborda la multiplicacién como una suma repetida y también la potencia como una multiplica-
cién repetida. También se desarrolla la notacién decimal de ndmeros enteros.

El capitulo 4 introduce la divisién como una producto que involucra a los nimeros fraccionarios. En este
capitulo se concluye la notacién decimal completa.

El capitulo 5 se dedica a los algoritmos de las operaciones bdsicas: suma, resta, multiplicacién y division;
enfatizando los fundamentos detrés de los algoritmos compactos que se aprenden cominmente en los estu-
dios de primaria.

El capitulo 6 presenta al lector un ejercicio de evaluacion de los capitulos anteriores.

» Algebra y geometria.

El capitulo 7 presenta los conceptos geométricos bdsicos: puntos y rectas en el plano cartesiano, dngulos, el
cuadrado, rectangulo, etc.

El capitulo 8 introduce las ecuaciones, un tema fundamental del dlgebra.
El capitulo 9 introduce las funciones trigonométricas y su aplicacién en la solucién de problemas.
El capitulo 10 aborda las funciones exponencial y logaritmica.

Finalmente el capitulo 11 presenta al lector un ejercicio de evaluacién de los capitulos anteriores.

= Temas avanzados: 16gica, conjuntos y nimeros complejos.
El capitulo 12 aborda la 16gica y su aplicacién para la definicién de las operaciones sobre conjuntos.
El capitulo 13 aborda los niimeros complejos, sus operaciones y algunas de sus aplicaciones.

El capitulo 14 presenta al lector un ejercicio de evaluacién final de estos temas.

Podriamos decir que la primera parte corresponde a temas cubiertos en los estudios de primaria, la segunda al
nivel de secundaria y la tercera al nivel de preparatoria.
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Al final del libro, el apéndice A presenta la herramienta de software libre Octave como apoyo para realizar ope-
raciones y graficas. Octave es una herramienta muy versétil y poderosa que se utiliza para realizar cdlculos ma-
tematicos simples y complejos en ingenieria.

Los apéndices B, C y D contienen las soluciones detalladas de las tres evaluaciones propuestas.

Finalmente el apéndice E contiene las soluciones a los ejercicios impares propuestos.

Comentarios finales

Las sugerencias, observaciones, errores detectados o comentarios son bienvenidos en las direcciones de correo
electrénico leonardo.romero@umich.mx y moises.garcia@umich.mx.

Dr. Leonardo Romero Muifioz, M.C. Moisés Garcia Villanueva
15 de Septiembre de 2020, Morelia, Michoacan, México.
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Capitulo 1

Los nameros enteros y la suma

1.1. Los nimeros enteros positivos del 1 al 9

En la figura se muestra un tablero de madera con un pequefio cilindro sobre su superficie, mientras que en
la figura se tienen dos pequefios cilindros y en la figura el tablero soporta a tres cilindros. Decimos
que en el tablero de la figura se encuentra / cilindro, en la figura se encuentran 2 cilindros y en la
figura[I.1(c)| se encuentran 3 cilindros. Si omitimos hablar de los cilindros, podemos decir que los tableros de la
figura[L. 1l son una representacion de los nimeros 1 (uno), 2 (dos) y 3 (tres). Asi, el nimero 3 podria representar
también a tres manzanas, tres drboles, tres casas, etc.

@/ @@/ @@@/

(a) 1 (b) 2 (©) 3

Figura 1.1: Los niimeros 1, 2 y 3.

Si continuamos afiadiendo cilindros, como se muestra en la figura[I.2] podemos decir que los tableros mostrados,
de izquierda a derecha, representan a los nidmeros 4 (cuatro), 5 (cinco), 6 (seis), 7 (siete), 8 (ocho) y 9 (nueve).

sees SIS[SISIS] SISESS] SSSISIS] SISESISS] 88868
S] 88 SISS] SISISS]
( ( ( ( ( (

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d)7 (e) 8 9

Figura 1.2: Los ntimeros 4, 5, 6,7, 8y 9.

1.2. El namero 0

Anteriormente fuimos afiadiendo cilindros al tablero para presentar nimeros cada vez mas grandes. Pero pode-
mos hacer lo contrario, en lugar de afiadir, ir quitando cilindros. Por ejemplo, si al tablero del 1 le quitamos un
cilindro, nos queda un tablero sin ningtn cilindro sobre él, como se muestra en la figura Decimos que este
tablero representa al nimero 0 y es muy importante, como veremos mds tarde. El nimero O se leé como “cero”.

1
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Figura 1.3: El ndmero 0.

1.3. Los niimeros negativos

Parece que al tablero que representa el 0 no podemos quitarle mds cilindros, pero no es asi. Si le quitamos un
cilindro, quedaria un hueco; precisamente el hueco que dejé el cilindro que quitamos, como lo muestra la figura
Decimos que este tablero representa al nimero 1, que leeremos como “uno negativo”. Si quitamos otro
cilindro, tenemos un tablero con dos huecos (como en la figura que representa al nimero 2 (que se leé
como el nimero “dos negativo™); si quitamos otro cilindro, tenemos un tablero con tres huecos (como en la
figura[[.4(c)) que representa al nimero 3 (el nimero “tres negativo”) [,

R

@1 (b) 2 ©3

Figura 1.4: Los nimeros negativos.

1.4. Los numeros enteros

Hagamos las siguientes definiciones:

= Los niimeros que representan tableros con cilindros, los llamaremos niimeros enteros positivos o nimeros
naturales. Los nimeros positivos son:

1,2,3,4,5,6,7,8,9, ... (1.1)

Si tomanos un par de niimeros consecutivos (adyacentes) en esta secuencia de nimeros, el nimero a la
derecha del otro, representa a un tablero con un cilindro adicional. Por ejemplo, el 4 tiene un cilindro mas
que el 3.

= Los nimeros representados por tableros con huecos, los llamaremos niimeros enteros negativos. Los
ndmeros negativos son:

....,9,8,7,6,5,4,3,2,1 (1.2)

"Mis adelante, en el siguiente capitulo de la resta (pagina [[2), se introducird la notacién estindar de matematicas para representar
ndmeros negativos: —1 =1, -2 =2,...

Academia Mexicana de Computacién, A.C. 2 L. Romero Muiioz y M. Garcia Villanueva
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Donde un nimero a la izquierda de otro, representa a un tablero con un hueco adicional. Por ejemplo, el
niimero 4 tiene un hueco més que el nimero 3. Sin embargo, se sigue teniendo la propiedad que el nimero
a la derecha de otro tiene un cilindro adicional. Por ejemplo, al nimero 4 se le tiene que agregar un cilindro
adicional para formar el nimero 3 (el cilindro agregado rellena un hueco).

= A los nimeros negativos, el 0 y positivos los llamaremos niimeros enteros. L.os nimeros enteros son:

...,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ... (1.3)

1.5. Suma de nameros enteros

Supongamos que tenemos dos tableros (dos ndmeros) y simplemente unimos los tableros, como se muestra en la
figura[L.3l El primer tablero tiene 1 cilindro, y el segundo tablero tiene 2 cilindros, de manera que al unir los dos
tableros se tiene un tablero con un total de 3 cilindros, como se ilustra en el resultado de la figura. Por simplicidad
de dibujado, el tablero resultante de la unidn de los dos tableros es del mismo tamaiio que los tableros de entrada,
lo importante es la cantidad de cilindros que tiene.

& S SIS

(a) Entradal (b) Entrada2 (c) Resultado

Figura 1.5: La suma de dos ntimeros.

Decimos que el 1 (el primer nimero) sumado con el 2 (el segundo nimero) da como resultado el nimero 3.
También decimos que la suma del 1 y del 2 da como resultado el 3. A los nimeros que se suman también se les
conoce como sumandos y al resultado como suma.

En términos de los tableros asociados a los nimeros,

La suma es la unién de dos tableros como un nuevo tablero.

La suma de dos nimeros se representa poniendo el primer nimero, después el signo ‘+’ (mds) y al final el segundo
nimero. Asi, la suma anterior puede expresarse como:

1+2

y el resultado de la suma es el nimero

1.6. Laigualdad de dos nimeros

Vamos a definir la igualdad de dos ntimeros, la cual nos serd muy titil en todo lo que sigue.

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 3 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva
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Decimos que dos niimeros son iguales si los tableros correspondientes a los niimeros tienen la misma
cantidad de cilindros o huecos, como en la figura[l.6l Si esto ocurre, lo indicamos poniendo el simbolo
‘=" (1éase como “igual”) en el centro, el primer nimero a la izquierda del igual, y el segundo nimero a
la derecha del igual.

Figura 1.6: La igualdad 1 = 1.

Por ejemplo, podemos escribir la siguiente igualdad:
1=1

y se leé “uno es igual a uno”. Una igualdad es cierta o verdadera cuando el niimero de la izquierda del igual es el
mismo que el ndmero a la derecha. En el caso de 1 = 1, la igualdad es cierta.

Cuando dos nimeros no son iguales, en lugar del signo =, utilizamos el simbolo # (no igual). Por ejemplo 2 # 3
(“dos no es igual a tres”).

1.7. De vuelta a la suma de enteros

Si aprovechamos el simbolo de igualdad (=) para denotar que dos nimeros son iguales, como se explico antes,
podemos decir que la suma de dos nimeros es igual al nimero que representa el resultado de la suma.

Volviendo al ejemplo de la suma anterior, podemos decir que:
1+2=3

que se leé “uno més dos es igual a tres”. Esto significa que el resultado de la suma del 1 y del 2 es igual al niimero
3, tal como se ilustra en la figura[l.7}

LS LS =S

Figura 1.7: Suma utilizando el simbolo de igualdad.

Conviene resaltar que 1 4 2 representa el nimero 3, de manera que podemos sustituir a 1+2 por el resultado 3,
en la igualdad. Asi, realizando la suma de 1 + 2, la figura[I.7] se transforma en la figura Es decir, del lado
izquierdo de la igualdad (=) se tiene un s6lo nimero y también se tiene un tnico nimero del lado derecho de la
igualdad.

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 4 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva
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Podemos también decir que la igualdad:
1+2=3

al realizar la suma, se transforma en la siguiente igualdad

3=3

I
SEE / — SEE) /
1 1

Figura 1.8: Representacion de la igualdad: 3 = 3.

1.8. El 0 como sumando

Es interesante observar que al sumar los nimeros 3 y O el resultado es el nimero 3,
3+0=3

Utilizando nuestra representacion de tableros (ver la figura[l.9) se explica facilmente la situacion porque el tablero
vacio no afiade ningun cilindro al resultado de la suma.

Y Y

Figura 1.9: El resultado de sumar el 0 a un niimero es igual al mismo nimero.

Si sumamos a un nimero cualquiera el niimero 0, el resultado es igual al nimero que teniamos.

1.9. Sumando enteros positivos y negativos

La figura[[.T0 representa la suma del nimero 2 con el nimero 1. Al unir los tableros, simplemente un cilindro
rellena un hueco y el resultado es un tablero con un cilindro.

LS LS =L S

Figura 1.10: Sumando enteros positivos y negativos con resultado positivo.
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Es decir:
24+1=1

Otro ejemplo se presenta en la figura que representa la suma del ndmero 2 con el nimero 3. Al unir los
tableros, simplemente los dos cilindros rellenan dos de los tres huecos y el resultado es un tablero con un

S i

Figura 1.11: Sumando enteros positivos y negativos con resultado negativo.

Es decir:

1.10. Inversos aditivos

Resulta muy interesante observar que la suma 2 + 2 es igual a 0 (vedse la figura[[.12). Esto es, existe la misma
cantidad de cilindros que de huecos, de manera que al unir los tableros se rellenan todos los huecos y no sobra
ningtn cilindro.

+ ﬂ g
|
Figura 1.12: Sumando enteros positivos y negativos con resultado 0.

Es decir,
242=0

Se dice que un niimero es el inverso aditivo de otro, cuando al sumarlos el resultado es 0.

Veamos los siguientes ejemplos:

1 es el inverso aditivo de 1, porque 1 + 1 = 0.

1 es el inverso aditivo de 1, porque 1 + 1 = 0.

2 es el inverso aditivo de 2, porque 2 + 2 = 0.

2 es el inverso aditivo de 2, porque 2 + 2 = 0.

= y asi sucesivamente.
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1.11. Utilizando letras como niimeros no determinados
En ocasiones, en lugar de utilizar nimeros como el 1 6 el 2, se utilizan las primeras letras del alfabeto (a, b, c,
etc.) para denotar un determinado ndmero no especificado. Por ejemplo, la igualdad:

a+b=c

simplemente expresa que ‘el numero representado por ¢ sumado con el nimero representado por b es igual
al nimero representado por ¢”. En matematicas es comtin referirse a las letras como literales y en adelante se
utilizara el término literal como sinénimo de letra.

Si la letra a fuera sustituida por 1; esto es, si a = 1, la igualdad anterior se transforma en la siguiente:

1+b=c

Ahora bien, si la letra b fuera sustituida por 2; es decir, si b = 2, la igualdad anterior se transforma en:
1+2=c¢

y como sabemos sumar, podemos decir que
3=c

Es decir, que la letra c tiene que ser el nimero 3 para que la igualdad sea cierta.

1.12. Orden en los numeros enteros

Como anotamos anteriormente, los nimeros enteros son los siguientes:

....,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ... (1.4)

Es facil ver que el siguiente niimero a la derecha de otro se obtiene sumandole 1. Por ejemplo, 9 + 1 = 8 (nueve
huecos més un cilindro dan 8 huecos), 1+1=0,0+1=1y8+1=09.

Como el 8 tiene menos cilindros que el 9, decimos que 8 es menor que 9, lo cual denotamos como:
8<9

También decimos que 9 es mayor que 8, lo cual denotamos como:
9>38

Es facil recordar esta notacién teniendo en cuenta que el nimero menor estd indicado por la “punta” del simbolo
de mayor o menor.

Se dice que un nimero a es mayor que b, es decir que a > b, si el nimero a estd a la derecha del nimero
b en la secuencia de los nimeros enteros. Asi tenemos que 10 > 4, pero también que 0 > 1.

De manera similar,
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Se dice que un nimero ¢ es menor que b, es decir que a < b, si el nimero a estd a la izquierda del
ndmero b en la secuencia de los nimeros enteros. Asi tenemos que 1 < 2, pero también que 3 < 2.

1.13. Propiedades de la suma
Aprovechando el uso de las literales, podemos expresar algunas propiedades muy importantes de la suma:

1. Propiedad conmutativa. Si se intercambia el primero y el segundo nimero de una suma, el resultado es el
mismo. Utilizando literales, esta propiedad se expresa como sigue:

a+b=b+a
Por ejemplo, si a = 2y b = 3, esta propiedad nos dice que
24+3=3+2

Es decir que la suma 2 4 3 nos da el mismo resultado que 3 4 2. Esta propiedad se explica muy facilmente
recordando la representacion de los nimeros en tableros. Como la suma es la unién de dos tableros, en
realidad no importa cual es el primer tablero y cual el segundo; lo que importa es cuantos cilindros o huecos
tienen.

2. Propiedad asociativa. Si quisiéramos sumar tres nimeros no importa cuales sumemos primero. Utilizando
literales, esta propiedad se expresa asi:

a+(b+c)=(a+b)+c

El nimero del lado izquierdo de la igualdad se obtiene sumando primero b + ¢ y el resultado se suma con
a. De manera similar, el nimero del lado derecho de la igualdad se obtiene sumando primero a + b y el
resultado se suma con c. Si utilizamos los siguientes valores: a = 1, b = 2, ¢ = 5 en la igualdad anterior, la
sustitucién queda como sigue:

1+(245)=01+2)+5

Para comprobar que esta igualdad es cierta, primero hagamos las operaciones que tienen los paréntesis:
“()”, conocidos como simbolos de agrupacién:

1+7=34+5

y enseguida hacemos las sumas que faltan:
8§=38

concluyendo que el nimero del lado izquierdo es el mismo que el nimero del lado derecho de la igualdad.
Esta propiedad también se explica muy ficilmente recordando la representacién de los ndmeros en tableros.
Como la suma es la unién de dos tableros, en realidad no importa como se junten los tableros, debido a que
el resultado es el mismo.
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3.

Existe un neutro aditivo, el 0. El 0, también llamado neutro aditivo, tiene la siguiente propiedad:
a+0=a

la cual se explica facilmente si consideramos que el 0 estd representado por un tablero vacio (sin cilindros
ni huecos). De igual forma, 0 4+ @ = a por la propiedad conmutativa de la suma.

Existencia de inversos aditivos. Para cualquier niimero a existe un inverso aditivo, denotado como @, que
cumple la siguiente igualdad:
a+a=0

Es decir, el inverso aditivo de un nimero es otro nimero que cuando se suman ambos nimeros el resultado
es 0. Esta propiedad se explica facilmente con la representaciéon de los nimeros en tableros. Por cada
tablero que tenga cierta cantidad de cilindros, existe otro tablero que tiene la misma cantidad de huecos. Asi
el inverso aditivo de 2 es 2, el inverso aditivo de 1 es 1, el inverso aditivo del 0 es el 0, etc.

1.14. Ejercicios propuestos

Para las igualdades siguientes encuentre el valor que corresponde a la variable a al realizar las sumas del lado
derecho de las igualdades.

1.
2.
3.

10.
11.
12.
13.
14.

a=2+5
a=44+3
a=3+4
La=3+1
La=3+2
a=3+3
.a=3+5
.a=2+5
a=2+5
a=1+2+3
a=1+3+4
a=1+3+5
a=1+3+3

a=1+34+9+2

Reemplace el simbolo ? en las siguientes expresiones por =, #, < o >, seglin corresponda a la relacion correcta
entre los nimeros.
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15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

2 7 2
3.7 2
2 7 3
07 2
070
071
171
273
372
9 7 2

Resuelva los siguientes problemas que involucran niimeros enteros.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Si en una canasta que tiene una manzana agregamos 2 manzanas mds, encuentre la cantidad de manzanas
que tiene la canasta al final.

Si en una canasta vacia agregamos 6 manzanas mas, encuentre la cantidad de manzanas que tiene la canasta
al final.

Si en una canasta que tiene una manzana agregamos una mas y después cinco mas, encuentre la cantidad de
manzanas que tiene la canasta al final.

Si en una alberca la temperatura del agua estd a 4 grados y después sube 5 grados mds, encuentre la tempe-
ratura final del agua.

Si en una alberca la temperatura del agua estd a 8 grados y después baja 5 grados, encuentre la temperatura
final del agua.

Si tengo 5 pesos en mi bolsillo y pago 3 pesos en la tienda, encuentre la cantidad de pesos que me quedd en
el bolsillo al final.

Si tengo 3 pesos en mi bolsillo y compro un pan de 5 pesos en la tienda, ; Cuanto quedé a deber? Sugerencia:
un ndmero positivo indicaria la cantidad de pesos que tengo, mientras que un nimero negativo indicaria la
cantidad de pesos de deuda.
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Capitulo 2

L.a resta como una suma

2.1. Resta de dos enteros como una suma

Una vez que sabemos sumar enteros, podemos pasar a la siguiente operacién importante: la resta o sustraccion de
dos enteros. La resta de dos nimeros a y b, representada como a — b (se lee “a menos b”), la podemos definir en
términos de una suma:

a—b=a+b

donde b representa el inverso aditivo de b. Es decir, la resta es una suma donde en lugar de sumar el segundo
nimero, le sumamos al primer nimero el inverso aditivo del segundo nimero. Conviene recordar que los
inversos aditivos los vimos en la pagina Ol

El primer nimero (a) se llama minuendo, el segundo nimero (b) se llama sustraendo y al resultado se le llama
resta o diferencia.

Veamos algunos ejemplos:
= “5 menos 2”. Utilizando la definicién: B
5—-2=5+2
Si hacemos la suma del lado derecho de la igualdad, tenemos:
5—-2=3
es decir, el resultado es 3.

= “3-3” En este caso tenemos:
3—-3=3+3

Si hacemos la suma del lado derecho de la igualdad, tenemos:
3-3=0

es decir el resultado es 0.

Es féacil asociar la resta con la nocién de quitar. Cuando el sustraendo es positivo (como en este caso y
el anterior), se quita, del tablero del minuendo, la cantidad de cilindros indicada por el sustraendo. Para
quitarlos, simplemente se reemplaza el tablero del sustraendo con uno que tenga la misma cantidad, pero
de huecos, y se suma al minuendo.
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La representacion de nimeros negativos como tableros con huecos, nos permite ver facilmente que pasa
cuando el sustraendo es mds grande que el minuendo, como en el siguiente caso.

s “3 -5 Utilizando la definicion:
3—-5=3+5

Si hacemos la suma del lado derecho de la igualdad, tenemos:
3—5=2

el resultado es 2. Es decir, quitar 5 cilindros a un tablero que tiene s6lo tres nos da por resultado un tablero
con dos huecos.

Ahora veamos que sucede cuando el sustraendo es un nimero negativo.
= “3 — 1. Aplicando la definicién de resta y tomando en cuenta que el inverso aditivo de 1 es 1 tenemos
3-1=3+1
Si hacemos la suma del lado derecho de la igualdad, tenemos:
3—1=4

el resultado es 4.

La resta de dos nimeros a y b, representada como a — b (se lee “a menos b”), se define como la suma
del nimero a y del inverso aditivo de b (denotado por b):

a—b=a+b

2.2. La resta como un inverso aditivo

Pensemos por un momento que el minuendo es el 0 y que el sustraendo es el nimero b. La resta 0 — b, quedaria
como sigue:
0—-b=0+5b

Pero como sabemos que 0 + b = b, tenemos que:
0-b=0b
Por simplicidad, la resta cuando el minuendo es el 0, queda definida como:
~b=1b

y en lugar de leerse como “cero menos b”, simplemente se lee “menos b”. De esta forma, tenemos que —b también
lo podemos utilizar para denotar el inverso aditivo del niimero b.

Veamos algunos ejemplos:
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s —2. Utilizando la definicién:
2-3

Es interesante hacer notar que “menos 2” y “dos negativo” se refieren al mismo nimero. De igual forma
“menos 37 y “tres negativo” se refieren al mismo nimero (—3 = 3), —4 = 4, —5 = 5, etc.

s —(. Utilizando la definicion:
—-0=0

es decir, “menos cero” y “cero” se refieren al mismo nimero.

= —5. Utilizando la definicién:

puesto que el inverso aditivo de 5 es el 5. Asi, tenemos que “menos 5 negativo” y “cinco” se refieren al
mismo nimero. Si expresamos 5 como —5, tenemos que el miembro izquierdo de la igualdad anterior se

transforma en:
—(=5)=5

Cuando se omite el minuendo en una resta, podemos asumir que es 0. De esta forma:

—b=5b
—(=b)=1b

—b denota el inverso aditivo del nimero b. El inverso aditivo del inverso aditivo del nimero b es el mismo
nimero b. De manera que “menos uno” (—1) y “uno negativo” (1) son el mismo niimero, —2 = 2, y asi
sucesivamente.

Con esta notacidén para denotar los inversos aditivos, tenemos la siguiente definicién de la resta.

La resta de dos niimeros a y b, representada como a — b se define como la suma del ntimero a y del
inverso aditivo de b (denotado por —b):

a—b=a+ (=b)

En adelante, utilizaremos la notacién estdndar de matemadticas de utilizar el signo - para denotar nimeros negati-
vos. Por ejemplo, —1, —2, —3, etc.
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2.3. Sumas de tres 0 mas nimeros

Como la suma tiene dos sumandos, se requiere sumar repetidamente cuando se involucran mas de dos niimeros.
Por ejemplo para sumar:1, 2, 3 y 1; lo podemos hacer de la siguiente manera:

(1+2)+3)+1

Los paréntesis indican las operaciones que se deben realizar primero. La expresién anterior nos dard como resul-

tado
(1+2)+3)+1=((1+2)+3)+1
(1+2)+3)+1=(3+3)+1

(( )+3)+1=6+1

(1+2)+3)+1=7
Esta asociacién de paréntesis, iniciando por la izquierda, es la forma usual de llevar a cabo las operaciones de
sumas en matemaéticas y para simplificar su notacion se puede escribir simplemente como:

1+24+3+1

2.4. Sumas de tres 0 mas nimeros que tienen *-”

Consideremos ahora las sumas de los siguientes tres enteros, que involucran un inverso aditivo:
24+4-3

Con la convencién de realizar primero las sumas por la izquierda y la nocién de la resta como una suma con el
inverso aditivo del sustraendo, obtenemos el siguiente resultado:

2+4-3=2+4-3
2+4-3=(2+4)-3
2+4-3=(2+4)+(-3)
2+4-3=6+(-3)
2+4-3=3

El resultado es 3. Ahora consideremos el siguiente ejemplo:

2-3+14
Con nuestra nocién del signo “—"" como inverso aditivo, tendremos el siguiente resultado:
2-3+4=(2-3)+
2-3+4=(2+(— )) +4
2-34+4=(-1)+
2-3+4=3

El resultado es el mismo que antes, como debe de corresponder a una suma, donde solamente los sumandos
cambiaron de lugar. Sin embargo, hubiéramos obtenido un resultado muy diferente si le restamos la suma de 3 y
4 al 2. Esto es:

2—(3+4)
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Observe que en este caso utilizamos paréntesis para indicar que la suma (3 + 4) es la que se resta al primer
nimero. En matematicas se considera que el alcance del signo — como inverso aditivo se aplica al nimero, letra
0 expresion en paréntesis que esté a su derecha. En este caso, el resultado es:

—(3+4)=2—(3+4)

—(3+4)=2-7
—(3+4)=2+(-T)
—(3+4)=-5

Veamos algunos ejemplos més.

= Calculemos la siguiente expresion: 1 + 2 — 3 + 4 — 2. Primero aplicamos los inversos aditivos y después
sumamos formando pares, de izquierda a derecha.

142-34+4-2=1+2+(-3)+4+(—2)
142-3+4-2=(1+2)+(— )+4+(2)
142-3+4-2=3+(-3)+4+(-2)
142-3+4—-2=(0+4)+(— )
142-3+4—-2=4+(-2)
1+2-3+4-2=2

= Calculemos la siguiente expresiéon: —1 — 3 + 2.

—1-3+42=(-1)+(-3)+2
—1-34+2=((-1)+ ( 3)) +2
—1—3+2_(4)
~1-3+2=—

Cuando en una suma hay sumandos precedidos del signo menos (—), simplemente se cambia los suman-
dos por sus inversos aditivos y se suman como ya sabemos.

2.5. Valor absoluto de un nimero entero

El valor absoluto de un nimero es su valor numérico sin tener en cuenta su signo y se representa por dos lineas
verticales que encierran el nimero. Por ejemplo, el valor absoluto de 3 es 3, |3| = 3, y el valor absoluto de -3
también es 3, | — 3| = 3.

La definicién de valor absoluto es la siguiente:

la| = si a>0
la| = —a si a <0
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2.6. Ejercicios propuestos

Para cada igualdad encuentre el valor de a al realizar las operaciones indicadas.

l.a=2-1
2.a=4-3
3.a=3-4
4. a=3—(-1)
5.a=3-2
6. a=3—(-2)
7.a=(-2)—5

100a=1-2-3
Il.a=-1-3+14

12. a=—1—(=3)+ (=5)
13.a=—-1—-(3+4)

4. a=-1-(3-4)

15. a =| — 5|

16. a = |3

17. a = | — 3+ 2|
18. a=|—3—2
19. a = |4 — 4|

20. a=[1—-1—1
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Capitulo 3

La multiplicacion y la potencia

3.1. La multiplicacion como una suma repetida

Muchas veces ocurre que necesitamos sumar varias veces el mismo nimero. Por ejemplo el perimetro, p, de un
cuadrado que tiene 2 metros por lado, es la suma de sus cuatro lados iguales:

P=24+2+2+2

Cuando esto ocurre, que el sumando es el mismo, definimos una nueva operacion llamada multiplicacién o
producto de dos enteros, representada por un ‘x’, que se coloca entre los dos nimeros (en el mismo lugar que
ocupa el ‘+’ en la suma). El nimero a la izquierda del * indica el nimero de veces que se repite como sumando el
nimero de la derecha del . Para el caso del perimetro antes mencionado, usando la multiplicacién, tenemos que:

p=4x%2

La multiplicacién de a y b, expresada como a * b, esta definida como una suma repetida de la siguiente
forma:
axb=0+b+b+...+0

donde el nimero b aparece a veces como sumando. A los nimeros a y b se les conoce como factores y
al resultado se le denomina producto.

Enseguida se presentan algunos ejemplos de multiplicaciones:

32 = 04+24242
3x2 = 6

5x1 = 04+1+14+1+1+41
5x1 = 5

2x3 = 0+3+3
23 = 6
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La figura[3.Ililustra el producto 3 * 2, donde aparecen dos cilindros al frente, dos en la parte media y otros dos en
la parte de atrés del tablero.

SHS
SHS
S

Figura 3.1: La multiplicacion de 3 * 2.

La figura[3.2lilustra el hecho de que 3 * 2 = 2 x 3. El tablero s6lo giro un poco. En la multiplicacién si se cambian
de lugar los factores, se tiene el mismo resultado.

SHS) ]
fon- / — ‘eee /

Figura 3.2: Verificando que 3 * 2 = 2 * 3.

3.2. El numero 10

Hasta ahora, hemos utilizado sélo los ndmeros: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, y 9 y nos queda el problema de representar
el siguiente nimero: 9 + 1. A este nuevo nimero lo vamos a representar como “10”, se leé como “diez” y nos
representa a una decena de cilindros en el tablero. En la figura [3.3] se muestra la representacién del 10 en forma
de tablero como la suma del ntimero 10 y del 0.

Figura 3.3: El ndmero 10.

Mas adelante quedard muy clara la ventaja de representar el 10 como:

10=10+0

3.3. Los nameros del 0 al 19

El siguiente nimero del 10 lo escribiremos como “11” y lo leeremos como “once”. Siguiendo con nuestra con-
vencion, el once representa a:
11=10+1
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Simbolo | Igualdad Significa Se leé
0]0=0 0 unidades cero
1]1=1 1 unidades uno
212=2 2 unidades dos
313=3 3 unidades tres
41 4=4 4 unidades cuatro
5/5=5 5 unidades cinco
6| 6=6 6 unidades seis
71 7=7 7 unidades siete
8|1 8=28 8 unidades ocho
919=9 9 unidades nueve

10 | 10 =10+40 | 1 decenay O unidades | diez
11|11 =10+4+1 | 1decenay 1 unidad once

12 | 12=10+2 | 1 decenay 2 unidades | doce

13 | 13 =10+ 3 | 1 decenay 3 unidades | trece

14 | 14 =10+ 4 | 1 decenay 4 unidades | catorce
15| 15=10+45 | 1 decenay 5 unidades | quince
16 | 16 =104 6 | 1 decenay 6 unidades | dieciséis

17 | 17=10+47 | 1decenay 7 unidades | diecisiete
18 | 18 =10+ 8 | 1 decenay 8 unidades | dieciocho
19 | 19=10+49 | 1 decenay 9 unidades | diecinueve

Tabla 3.1: Los nimeros del 0 al 19 y las cantidades que representan.

Es decir, una decena mas una unidad. El siguiente niimero lo escribiremos como “12” y representa a:
12=10+2

Es decir, una decena mas dos unidades. Siguiendo este proceso, en la tabla [3.1] se muestran los nimeros del 0
hasta el 19, junto con las cantidades que representan y cémo se leen. Observe que en los nimeros del 10 al 19, el
primer digito (el de la izquierda) es un 1 y representa a una decena y el segundo digito corresponde al niimero de
unidades que se suman a la decena.

Decimos que nuestro sistema de numeracién es decimal porque utilizamos 10 digitos diferentes, para
representar cualquier cantidad. Los digitos son: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8y 9.

3.4. Los nameros del 20 al 99

El siguiente nimero del 19 se puede expresar como sigue:

20 = (2% 10) 40
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Simbolo | Igualdad Significa See leé
20 | 20 =(2%10) +0 | 2 decenas y O unidades | veinte
21 | 21 =(2%10) + 1 | 2 decenas y 1 unidades | veintiuno
22 | 22 =(2%10) + 2 | 2 decenas y 2 unidades | veintidds
23 | 23 =(2%10) + 3 | 2 decenas y 3 unidades | veintitrés
24 | 24 =(2%10) +4 | 2 decenas y 4 unidades | veinticuatro
25 | 25 =(2%10) 4+ 5 | 2 decenas y 5 unidades | veinticinco
26 | 26 = (2% 10) + 6 | 2 decenas y 6 unidades | veintiséis
27 | 27 =(2%10) + 7 | 2 decenas y 7 unidades | veintisiete
28 | 28 = (2% 10) + 8 | 2 decenas y 8 unidades | veintiocho
29 | 29 =(2%10) +9 | 2decenay 9 unidades | veintinueve
30 | 30 =(3%10) 4+ 0 | 3 decenas y 0 unidades | treinta
31 | 31 = (3%10)+ 1 | 3 decenasy 1 unidades | treinta y uno
32 | 32 =(3%10) +2 | 3 decenas y 2 unidades | treinta y dos
32 | 33 =(3%10) + 3 | 3 decenas y 3 unidades | treinta y tres
32 | 34 = (3% 10) +4 | 3 decenas y 4 unidades | treinta y cuatro
32 | 35 =(3%10) + 5 | 3 decenas y 5 unidades | treinta y cinco
32 | 36 = (3%10) + 6 | 3 decenas y 6 unidades | treinta y seis
32 | 37 =(3%10) + 7 | 3 decenas y 7 unidades | treinta y siete
32 | 38 =(3%10) + 8 | 3 decenas y 8 unidades | treinta y ocho
39 | 39 =(3%10) 4+ 9 | 3 decenas y 9 unidades | treinta y nueve
40 | 40 = (4% 10) + 0 | 4 decenas y O unidades | cuarenta
50 | 50 = (5% 10) + 0 | 5 decenas y O unidades | cincuenta
60 | 60 = (6% 10) + 0 | 6 decenas y O unidades | sesenta
70 | 70 = (7% 10) 4+ 0 | 7 decenas y O unidades | setenta
80 | 80 = (8 x10) + 0 | 8 decenas y 0 unidades | ochenta
90 | 90 = (9% 10) + 0 | 9 decenas y O unidades | noventa
99 | 99 = (9% 10) +9 | 9 decenas y 9 unidades | noventa y nueve

Tabla 3.2: Los nimeros del 20 al 99 y las cantidades que representan.

Esto es, 2 decenas y 0 unidades. De igual manera se puede aplicar este procedimiento para representar los siguien-

tes nimeros hasta el 99:

99 = (9% 10) + 9

En este caso estamos hablando de que 99 contiene 9 decenas y 9 unidades. En la tabla[3.2]se muestran los nimeros

del 20 hasta el 99, junto con las cantidades que representan y como se leen.

3.5. La multiplicacion por 1

Veamos que pasa cuando uno de los factores de la multiplicacién es la unidad,

¥x2=0+4+2

1%x2=2
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2x1=0+1+1
2x1=2

Se puede ver que se obtiene el mismo nimero, en ambos casos. Es decir, cuando un niimero se multiplica por 1,
se obtiene el mismo niimero.

Observe también que el resultado es el mismo cuando se intercambian de posicion los factores en la multiplicacién.

3.6. La multiplicacion por 0

Veamos ahora el caso de multiplicacién por 0,

0x2=0

2x0=0+04+0
2x0=0

El resultado siempre es O.

3.7. La multiplicacion de un niimero positivo por uno negativo

Abordemos ahora el caso de multiplicar un niimero positivo por uno negativo:

2%(=3)=0+(=3)+(-3)
2%(—3)=-6

El resultado es negativo.

Veamos otro ejemplo:
3x (1) =0+ (=1 + (=1)+(-1)
3% (—1)=-3

Es interesante observar que multiplicar por —1 equivale a calcular el inverso aditivo del primer factor.

Pero ;Qué pasa cuando el factor negativo es el primero? ;Qué significa -3 veces el ntimero 2? Si 3 veces significa
que se sume tres veces el segundo factor, -3 veces bien se puede interpretar como sumar tres veces el inverso
aditivo del segundo factor, es decir restar tres veces el segundo factor ((Anfossi and Flores Mayer, 1930), pagina
44). Esto es,

(=3)x2=0-2-2-2

(=3)*2=04(-2)+ (—-2) + (—2)

(=3)%x2=-6

Podemos observar que el producto de un nimero positivo por un nimero negativo resulta ser negativo, indepen-
dientemente de que el nlimero negativo sea el primer factor o el segundo.
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3.8. La multiplicacion de dos nimeros negativos

Ahora toca el caso de la multiplicacién de dos nimeros negativos, haciendo restas repetidas:

En este resultado se ha tomado en cuenta que —(—3) = 3. Es decir, el inverso aditivo del —3 es el 3. Vemos que
el producto es positivo. Veamos ahora que sucede cuando se multiplica —1 por —1,

- (1)
1

Estos ejemplos muestran que el producto de dos nimeros negativos resulta ser positivo e igual al producto de los
valores absolutos de los factores.

3.9. Propiedades de la multiplicacion
Aprovechando el uso de las literales, podemos expresar algunas propiedades muy importantes de la multiplicacién:

1. Propiedad conmutativa. Si se intercambian los factores de una multiplicacidn, el resultado es el mismo
(véase un ejemplo en la figura[3.2] de la pagina[I8)) . Utilizando literales, esta propiedad se expresa como
sigue:

axb=0bxa

2. Propiedad asociativa. Si quisiéramos multiplicar tres nimeros no importa cuales multipliquemos primero.
Utilizando literales, esta propiedad se expresa asi:

ax(bxc)=(axb)xc

Tlustremos esta propiedad con un ejemplo:
2% (3x4)=(2%3) x4

Podemos aplicar la propiedad conmutativa al lado derecho de esta igualdad, de manera que tenemos:
2x(3x4)=4%(2%3)

La figura[3.4]ilustra el resultado del producto del lado izquierdo y el producto del lado derecho, utilizando
cubos en lugar de cilindros, para formar bloques.

El bloque del lado izquierdo presenta una cara frontal que representa el producto 3% 4, es decir, cuatro cubos
en la parte de abajo se replican 3 veces, hacia arriba. La profundidad de 2 unidades del cubo denota que se
repiten dos veces los cubos de la parte frontal, es decir 2 * (3 x 4).

El bloque del lado derecho presenta una cara frontal que representa el producto 2 x 3, es decir, tres cubos
en la parte de abajo se replican 2 veces, hacia arriba. La profundidad de 4 unidades del cubo denota que se
repiten cuatro veces los cubos de la parte frontal, es decir 4 * (2  3).
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Figura 3.4: Visualizacion de 2 * (3 x 4) = 4 % (2 % 3).

Podemos observar que ambos bloques contienen el mismo nimero de cubitos, es decir representan el mismo
nimero. En realidad se trata simplemente del mismo bloque visto desde dngulos diferentes. El lector puede
comprobar que la cara frontal del bloque izquierdo es la misma que la cara superior del bloque derecho, la
cara superior del bloque izquierdo es la misma que la cara lateral del bloque derecho, y la cara lateral del
bloque izquierdo es la misma que la cara frontal del bloque derecho.

3. Existe un neutro multiplicativo, el 1. La unidad, el 1, también llamado neutro multiplicativo, tiene la
siguiente propiedad:
axl=ua

lxa=a

4. Multiplicacién por 0. Cualquier nimero a multiplicado por 0 da como resultado 0,
ax0=0
Oxa=0

5. Propiedad distributiva. Si tenemos tres niimeros a, b y ¢, la propiedad distributiva del producto sobre la
suma se enuncia como sigue:
ax(b+c)=(axb)+ (axc)

Veamos por ejemplo a que equivale 2 % (3 + 1)

25 (3+1) = 2x4
2¢(3+1) = 8

Si aplicamos el punto de vista del producto como una suma repetida del segundo factor y las propiedades
conmutativa y asociativa de la suma, tenemos:

2x(3+1) = 0+B+1)+(B3+1) dos veces (3 + 1)

2x(3+1) = 04+3+1+3+1 propiedad asociativa de la suma

2x(3+1) = (0+3)+1+3+1 propiedad asociativa de la suma

2x(3+1) = 34+1+3+1 efectuando la primera suma con 0
2x(3+1) = 34+3+1+1 usando la propiedad conmutativa de la suma
2x(34+1) = B3+3)+(1+1) usando la propiedad asociativa de la suma
2x(3+1) = (0+3+3)+(0+1+1) usando la propiedad del 0 como sumando
2x(34+1) = (2x3)+(2x1) expresando las sumas como producto

Este resultado es el mismo que hubiéramos obtenido al aplicar directamente la propiedad distributiva. En la
figura[3.3se visualiza este resultado. Los cuadros sombreados ilustran la multiplicacion de 2x(3+1) = 2x4.
Los cuadros con el tono gris claro representan el producto (2 * 3), mientras que los cuadros con el tono gris
obscuro representan el producto (2 * 1).
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Figura 3.5: Visualizacionde 2 (3+ 1) = (2% 3) + (2% 1).

6. Propiedad distributiva generalizada. La propiedad distributiva la podemos aplicar varias veces para mul-
tiplicar factores expresados como sumas. Por ejemplo:

(a+b)*(c+d) = ((a+b)xc)+ ((a+b)*d) primera aplicacién considerando (a + b)
(a+b)x(c+d) = ((a*xc)+ (bxc))+ ((axd)+ (bxd)) segunda aplicacion a los productos
(a+b)x(c+d) = (axc)+ (bxc)+ (axd)+ (bxd)

Este procedimiento se puede extender facilmente a factores con mas sumandos:
(a+b)x(c+d+e)=(axc)+ (bxc)+ (axd)+ (bxd)+ (axe)+ (bxe)
(a+b+o)x(x+y+z)=(axx)+ (bxz)+ (cxx)+ (axy)+ (bxy)+ (cxy)+ (axz)+ (bxz)+ (cx2)

7. Producto de un nimero positivo por uno negativo. Si tenemos dos niimeros positivos a y b, podemos
efectuar el siguiente procedimiento, cuyo paso clave es la observancia de la propiedad distributiva:

ax(b+(=b)) = (axb)+ (ax(-b)) usando la propiedad distributiva

ax0 = (axb)+ (ax(=Db)) haciendo la suma del lado izquierdo

0 = (axb)+ (ax(-b)) realizando el producto por cero

0— (axb) = (a*xb)+ (a*x(=b)) — (axb) sumando -(a*b) a ambos lados

0—(axb) = (axb)—(axb)+ (ax(=D)) propiedad conmutativa de la suma
0—(axb) = ((axb)—(axb))+ (ax(—b))  propiedad asociativa de la suma

—(axDb) = 0+ (ax(-b)) realizando operaciones a ambos lados
—(a*b) = ax(=b) realizando la suma del lado derecho

a* (—b) = —(axb) intercambiando los miembros de la igualdad

Observe que en el cuarto paso, se ha sumando —(a * b) a ambos lados de la igualdad, por lo que la igualdad
se sigue conservando. En el capitulo 8] veremos otras propiedades de la igualdad.

Si recordamos que el valor absoluto de un niimero, visto en la seccién 2.3l de la pagina[I3l corresponde a la
cantidad positiva expresada por el nimero (sin tomar en cuenta si se trata de cilindros o huecos), podemos
ver que si @ y b son niimeros positivos, entonces a es el valor absoluto de a y b es el valor absoluto de (—b).

Si a y b son niimeros positivos, la igualdad obtenida:
ax(—b) =—(axb)

se puede leer como: el producto de un nimero positivo por un nimero negativo es igual al inver-
so aditivo del producto de los valores absolutos de los factores. En otras palabras, el resultado es
negativo.

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 24 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 25

El lector puede comprobar facilmente que si hubiéramos iniciado con
(b+ (=b)) xa=(bxa)+((=b) xa)

El resultado es
(=b)*xa=—(bxa)

Nuevamente, el producto de un nimero negativo por un nimero positivo es el negativo del producto de los
valores absolutos de los factores. Un caso especial ocurre cuando se multiplica un nimero por —1, veamos:

(=) *a = —(1lxa)
(—)xa = —a

Es decir, podemos multiplicar por (-1) a un ndmero y el resultado es el inverso aditivo del niimero. Si
multiplicamos un nimero negativo (digamos —a) por —1, tenemos:

(D (-a) = —(-a)
(1) (~a

Es decir, volvemos a obtener que al multiplicar por (-1) a un ndmero, el resultado es el inverso aditivo del
ndimero.

= a

Multiplicar por -1. Si se multiplica un nimero por —1, se obtiene el inverso aditivo de dicho niimero.
Es decir:

Veamos ahora como podemos aplicar lo anterior, junto con la propiedad distributiva, para calcular la expre-
sion —(a + b — ¢),

—(a+b+(=¢) = (=Dx(a+b+(-0))
—(a+b+ (=) = (=D xa)+((=1)*b) + ((=1) * (=¢))
—(a+b+(-¢c) = —a—-b+c

Conviene resaltar que en la igualdad presentada anteriormente: (—1) x (—a) = a, tenemos justamente el
caso del producto de un niimero negativo (—1) por otro negativo (—a), cuyo resultado es un nimero positivo
(a). Comprobemos a continuacién que efectivamente esto ocurre siempre.

8. Producto de dos nimeros negativos. Si tenemos dos nimeros positivos a y b, podemos efectuar el si-
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guiente procedimiento:

(—a)* (b+(=b)) = ((—a)*b))+ ((—a)*(=b)) usando la propiedad distributiva

(—a)*0 = ((—a)*b))+ ((—a)*(=b)) haciendo la suma del lado izquierdo

0 = ((—a)*b))+ ((—a) * (=b)) haciendo el producto lado izquierdo

0 = —(axb)+ ((—a)=*(=b)) realizando el primer producto del lado derecho
0+ (axb) = —(a*b)+ ((—a)*(=b)) + (a*b)  sumando (a*b) a ambos lados

0+ (axb) = —(a*b)+ (a*xb)+ ((—a) x(—=b))  propiedad conmutativa de la suma

0+ (axb) = (—(axb)+ (axb))+ ((—a) = (—b)) propiedad asociativa de la suma

axb = 0+ ((—a)*(-D)) realizando operaciones a ambos lados

ax*b = (—a)x*(=b) realizando la suma del lado derecho

(—a) * (—b) = axb intercambiando los miembros de la igualdad

Del resultado obtenido tenemos que:
(—a)* (=b)=axb

Es decir, el producto de dos niimeros negativos es positivo. En el lado izquierdo de la igualdad tenemos
la multiplicacién de dos nimeros negativos: (—a) y (—b). En el lado derecho de la igualdad tenemos el
producto de los valores absolutos de los factores: a y b.

9. Regla de los signos para la multiplicacion. Los dos resultados anteriores dan origen a la siguiente regla
para determinar el signo del producto.

Regla de los signos del producto. El producto de nimeros de diferente signo da un resultado negativo
y el producto de nimeros del mismo signo da un resultado positivo. Es decir:

3.10. Potencia de un nimero

Si queremos calcular el drea de un cuadrado con lado a, basta calcular (a * a). Si queremos calcular el volumen de
un cubo de lado a, es necesario multiplicar (a * a * a). Es tan frecuente la utilizacién de multiplicaciones repetidas
del mismo factor que se introduce a continuacién una operacién llamada potencia de un nimero.
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Un nimero a elevado a la potencia entera n (donde n > 0) se define por
a"=1%axax...xa

Donde el factor a se repite n veces. Al nimero a se denomina base y al nimero n se le conoce como
exponente.

Cuando n = 2 se dice que a se eleva al cuadrado (o a cuadrada), cuando n = 3 se dice que a se eleva al cubo (o
a cubica) y a partir de n > 3 se dice que a se le eleva a la potencia n.

Enseguida se presentan algunos ejemplos:

=1
= 1lxa
= lxax*xa

a
al
a2
a®> = lxaxaxa

Es interesante observar que cualquier niimero elevado a la potencia cero es 1, atin el caso de 0 = 1 [,

3.11. Simplificando la escritura de expresiones con productos y sumas

Consideremos la siguiente expresion para calcular el valor de la variable x
r=1+2x%3

A primera vista podria pensarse que el valor de z es 9, como resultado de sumar (1 + 2) = 3 y dicho resultado
al multiplicarlo por 3 nos da 9. Sin embargo, en el lenguaje matematico los productos tienen precedencia sobre
las sumas, es decir, se realizan antes. Utilizando este criterio, primero se realiza el producto de (2 * 3) = 6 y este
resultado se suma con el 1. El resultado final es 7.

Jerarquia de operaciones. Cuando una expresion contiene sumas, productos y potencias; primero se
realizan las expresiones que contienen paréntesis, después las potencias, enseguida los productos y al
final las sumas y restas. Por ejemplo:

a+bxc®=a+ (bx(?)

(a+b)? +cxd® = (a+Db)*+ (c* (d?))

Para expresar que primero debemos sumar 1 + 2 y el resultado multiplicarlo por 3, lo escribimos como:

r=(142)%3

"En cursos avanzados de cilculo se formula la situacién como el limite de z® cuando z tiende a 0, encontrando que 0° = 1.

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 27 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 28

En matemadticas, para simplificar la escritura de expresiones, es comiin expresar el producto mediante dos
variables juntas, omitiendo el simbolo ‘*’ entre ellas. Veamos algunos ejemplos, donde ademads se utiliza la
propiedad distributiva para simplificar expresiones:

= Suma de la misma variable o la misma expresion:

r+zx = (1+1)z
r+xr = 2z
zy’ +zyt = (14 1D)ay’
xy2 +:L‘y2 = 2:17y2
2 +32° +20 = (1+3)z?+22

22+ 32% 4+ 20 = 4%+ 22

= Aplicacién de la jerarquia de operaciones y el uso de paréntesis:

-5 = 0-(5?)
—5%2 = —25

(=5 = (=5)(-5)
(=5)%2 = 25

Utilizando la convencién de expresar el producto al colocar dos variables (o expresiones) juntas, la pro-
piedad distributiva se puede escribir como

a(b+c) =ab+ac

La propiedad distributiva generalizada la podemos escribir como:

(a1 +az+...+ap)(b1 +ba+...4+by) = arbi +abi +...+anb1 +
ajbe + agbs + ... + apby +

aiby, + asby, + ...+ anbm

Observe que para la propiedad distributiva generalizada se han utilizado las variables con subindice: a1, ao, .. .,
an, para expresar los términos que al sumarse forman el primer factor; mientras que se han utilizado las variables:
b1, ba, ..., bm, para expresar los términos que al sumarse forman el segundo factor. De esta manera se expresa que
el primer factor tiene n sumandos y el segundo factor tiene m sumandos.
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3.12. Numeros enteros mayores de 99

En la tabla[3.3] se presentan los nimeros mayores de 99 utilizando la notacién de potencias, productos y sumas.

Simbolo | Igualdad Se leé
100 | 100 = 1 %102 +0 % 10 + 0 % 10Y cien
101 | 101 = 1% 102+ 0 10" + 1 % 10° ciento uno
102 | 102 = 1 %10% + 0% 10" +2 % 10° ciento dos
103 | 103 = 1% 10% + 0% 10" + 3 x 10° ciento tres
200 | 200 = 2% 102 4+ 0 % 10" + 0 % 10° doscientos
300 | 300 = 3 %102 4+ 0 % 10" + 0 % 10° trescientos
400 | 400 = 4% 102+ 0% 101 + 0% 109 cuatrocientos
500 | 500 = 5% 10% + 0 * 10" + 0 * 10" quinientos
600 | 600 = 6 % 10° 4+ 0 * 10" + 0 % 109 seiscientos
700 | 700 = 7 % 10%> + 0 % 10" + 0 % 10° setecientos
800 | 800 = 8 % 10% + 0 % 10" + 0 % 109 ochocientos
900 | 900 = 9% 102 + 0 % 10" + 0 % 10° novecientos
1,000 | 1,000 =1 %10% + 0% 10% + 0% 10! + 0 % 10° | mil
1,001 | 1,001 = 1% 103 + 0% 10> + 0 % 10! + 1 % 10° | mil uno
2,000 | 2,000 = 2% 10% + 0% 10° + 0% 10" + 0% 10° | dos mil
10,000 | 10,000 = 1 % 10* diez mil
100,000 | 100,000 = 1 % 10° cien mil
1,000,000 | 1,000,000 = 1 % 10° un millén
2,000,000 | 2,000,000 = 2 % 10° dos millones
1,000,000,000 | 1,000, 000,000 = 1 % 10? mil millones
1,000,000,000,000 | 1,000, 000,000,000 = 1 % 102 un billén
1,000,000,000,000,000,000 | 1,000,000, 000, 000,000,000 = 1 % 10'® un trillén

Tabla 3.3: Los niimeros mayores del 99 y las cantidades que representan.

Por ejemplo:
9%10%2 4+ 9% 10" +9x10°
1510425103 +3%10%2 +4 %10 + 5% 10°

999 =
12,345 =

Recordemos que 10% = 100 (el 10 se repite 2 veces, 1% 10 10), 10" = 10 (el 10 se repite 1 vez, 1% 10)y 10° =1
(el 10 se repite O veces y s6lo queda el 1).

Con esta notacién, decimos que el presupuesto del Gobierno de México en 2016 fue de 4, 763, 874, 000, 000; es
decir, un presupuesto de cuatro billones setecientos sesenta y tres mil ochocientos setenta y cuatro millones de
pesos.
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3.13. Ejercicios propuestos

Para las igualdades siguientes encuentre el valor que corresponde a la variable a al realizar las operaciones indi-

cadas.

1. 2x5=a

2. (4)*x(-3)=a

3. (-3)*x4=ua

4. 3x(-1)=a
5.3x(5—-3)=ua

6. (102 +(5)(2)) * 10 = a
7. (14+2+3-6)(10)=a
8. 22421 +20=4¢

9. 1+2%3%(=b)=a
10. 28 =a

11. 26522 =¢

12. (1-3)(-2)=ua

13. =10 - 10 =a

14. 10?3 = a

15. 103 +102 +10° = a
16. 2100000 (92 _4) — ¢

Para cada nimero, indique la cantidad equivalente en potencias de 10 y escriba como se leé.

17. 123

18. 12,345

19. 100,001

20. 2,521,489

21. 100,003, 002

22. 300,000, 000

23. 1,000,410, 030

24. 40,000, 000, 000, 300, 000
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Capitulo 4

Numeros fraccionarios y la division

En este capitulo vamos a introducir nimeros intermedios entre dos enteros, asi como otra de las operaciones
bésicas: la division.

4.1. Las fracciones

Supongamos que tenemos 6 manzanas y las deseamos repartir a 3 nifios en forma equitativa. La cantidad de
manzanas, 2 en este caso, que recibe cada nifio se expresa de la siguiente manera:

~ =9
3

Decimos que “6 dividido entre 3 es igual a 2” o “la division de 6 entre 3 es igual a 2. Podemos ver que si la
multiplicacién 3 por 6 produce un resultado tres veces mas grande que el 6; la divisién de 6 entre 3 produce un
resultado tres veces mas pequefio que el 6. De manera que la division es la operacion contraria a la multiplicacion.

Veamos otro ejemplo. Si tenemos 12 manzanas y se reparten equitativamente a 3 personas, cada persona recibe 4

manzanas. Es decir: 19

3
Estos ejemplos nos llevan al concepto de una fraccion.

4

Una fraccion es un nimero que se expresa de la forma

a
b
Donde a y b son nimeros enteros, siendo b # 0. El nimero a define el nimero inicial que se va dividir

en b partes iguales. El resultado es una de las partes. Al nimero a se le conoce como numerador y al
numero b como denominador. A las fracciones también se les conoce como numeros racionales.

Ahora hablemos en términos de los cilindros que ya hemos utilizado anteriormente. Si tenemos 3 cilindros y los
dividimos en 3 partes, el resultado es un cilindro, como se ilustra en la figura[d.1(a)l En este caso tenemos que:

-1
3

31
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Ahora bien, si tenemos 2 cilindros, los dividimos en 3 partes del mismo tamafio y nos quedamos con una de esas
partes, como se muestra en la figura tenemos que la fraccion mostrada en color negro es menor que la
unidad:

2

-<1
3

Observe que su altura es menor que la de un cilindro completo.

Finalmente consideremos que 1 cilindro lo dividimos en 3 partes del mismo tamafio y s6lo nos quedamos con una
de estas partes, como se muestra en la figura[f.1(c)] Esta cantidad es mayor que el 0 y menor que 1y la denotamos
como:

1
3

@ 3 (b) 2 © 1

Figura 4.1: Dividiendo 3, 2 y 1 cilindro en tres partes iguales. Los cilindros se colocaron uno arriba del otro. El
resultado de la division es la parte en color negro. Las partes en color gris claro son las otras dos partes.

@ 3 (b) 3 © 3

Figura 4.2: Otra forma de ver las fracciones %,

[SS]] )
o=

y

La figuraL.2 nos presenta otra forma de ver las fracciones mostradas en la figura 4.1l

Al observar con cuidado ambas figuras, podemos afirmar que se cumple lo siguiente:

+o+

W =

_l’_

Wl w| w
W — | —
W =W =

Esto nos lleva a otra posible definiciéon de una fraccién.
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Una fraccion es un nimero que se expresa de la forma

S
b b b T
b T

Donde a y b son nimeros enteros, siendo b # 0. El nimero b define el nimero de partes en que se
divide la unidad (la fraccién %) y a indica la cantidad de esas partes que se toman para formar la cantidad
deseada.

Si continuamos aumentando el numerador de la fraccion tenemos:

4 0+1+1+1+1
3 3 3 3 3
4 (1+1+1) 1
3 '3 3 3 3
4 3+1

3 3 3

4 1

Z =1 —

3 +3

Este resultado nos muestra claramente que % es mayor que la unidad.

Sia>0yb>0,enlafraccién § podemos tener los siguientes casos:
= ¢ = 0. En este caso la fraccion % representa al 0. Se tomaron 0 partes.

= o = b. En este caso la fraccion % representa a la unidad. Se tomaron las b partes en las que se dividid la
unidad. Es decir: % =1

= b = 1. En este caso la fraccion

IS}

representa al entero a.

= g < b. En este caso la fraccion 7 < 1. Cuando esto sucede se dice que la fraccion es propia.

e

= g > b. En este caso la fracciéon ¢ > 1. Cuando esto sucede se dice que la fraccion es impropia.

e

La tabla presenta algunas fracciones de uso cotidiano y el nombre que se utiliza para leerlas. Veamos ahora
ejemplos de lectura de fracciones:

] % = 5. Esta igualdad se leé como “diez entre dos es igual a cinco” o bien como “diez medios es igual a

cinco”. La lectura como “diez entre dos” nos recuerda que las 10 unidades se dividen en dos partes y cada
parte tiene 5 unidades. Por otro lado, “diez medios” nos recuerda que diez mitades nos dan cinco unidades.

. % Esta fraccion se puede leer como “dos entre tres” o bien como “dos tercios”. Cuando una fraccién
representa cantidades que no son enteras, es mds comun usar la segunda forma: “dos tercios”, para expresar
que se trata de % + %

. % Esta fraccion se leé cominmente como “tres medios”, para expresar que se trata de % + % + %
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Fraccién | See leé

1 un medio
3 un tercio

1 un cuarto
1 .

E un quinto
3 un sexto

1 P

i un séptimo
: un octavo
3 un noveno
5 un décimo

Tabla 4.1: Fracciones comunes.

4.2. Suma y resta de fracciones con igual denominador

Si tenemos una pizza dividida en 4 rebanadas del mismo tamafio y Juan tiene una rebanada, mientras que Pedro
tiene 2 rebanadas, es evidente que si juntan sus rebanadas de pizza tienen un total de 3 rebanadas. Utilizando
fracciones, podemos decir que:

1,2 _ 142
4 4 4

=~ w

Para sumar dos fracciones con el mismo denominador, simplemente se suman los numeradores. Es
decir:

a b a+bd
-—+-= “4.1)
c c c

Si se trata de una resta de fracciones, simplemente se restan los numeradores. Es decir:
a b a-—b
-—— == 4.2)
c c c

4.3. Multiplicacion de fracciones

Cuando multiplicamos a una fraccién por la unidad, de acuerdo a la definicién de la multiplicacién, el resultado
es la misma fraccidn, esto es:

A = D
U] =

Ahora veamos lo que sucede al multiplicar por un entero mayor de 1 y por una fraccién menor que 1.
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4.3.1. Multiplicacion de un entero mayor de uno por una fraccion

Veamos que sucede cuando se multiplica un entero mayor de uno por una fraccién. Por ejemplo:

1 11
2% = 04 —+-
*5 t575
1 1+1
9% — - -
*5 5
2*1_2
5 5

Como cualquier entero n puede ser expresado por la fraccién 7, tenemos que:

1_2*1

) )

2
— %
1

Es decir, el numerador de la nueva fraccion es el producto de los numeradores de los factores. En este caso, el
doble de la fraccion original %

4.3.2. Multiplicacion de fracciones con numerador unitario

Supongamos que queremos multiplicar % por %, lo que esperamos es que el resultado sea la mitad de la fraccion
original % Este resultado se logra al multiplicar los denominadores de las fracciones. Esto es,

1 1 1
— % — —

2 5 2%5
1 1 1

— % — — _
2 5 10

Es decir, el denominador de la nueva fraccion es el producto de los denominadores de los factores.

4.3.3. Multiplicacion de una fraccion por otra fraccion

De acuerdo a la seccion4.3.1] tenemos que dos fracciones cualquiera § y $ se pueden expresar como sigue:

a c 1 c
— — % — = —
b 71 d d

Ahora bien, cuando multiplicamos § por g, el resultado lo podemos expresar como sigue:

agc — (ayl ¢yl

pxa = (frp)x(T+3)

Gyl = eylycyl Propiedad asociativa del producto

b d L5 17 d p P

% * C% = % * % kg kg Propiedad conmutativa del producto
% * fl = (% * %)1* (1% * cll) Propiedad asociativa del producto

a C axc

¥ = T % (15 * c_l) Producto de los enteros a y ¢
Trg = Tk Seccién E.3.2)

% * cgl = ZT*CCZ Seccién4.3.1
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De esta manera tenemos una regla general para la multiplicacion de fracciones.

El producto de dos fracciones se realiza de la siguiente forma:

s}
*
)

= (4.3)

SalES]
alo
o

*

S8

4.3.4. Efecto de multiplicar un nimero por una fraccion

Veamos que sucede cuando multiplicamos el nimero 4 por una cantidad mayor o igual que la unidad:

2x4 = 0+4+44

2x4 = 8
1x4 = 0+4
1x4 = 4

Es decir, multiplicar por 2 cierta cantidad, duplica dicha cantidad, multiplicar por 1 conserva la cantidad. Veamos

ahora que sucede cuando se multiplica por una fraccién menor de la unidad:

1>x<4 = 4x—

2

1 4 0+1+1+1+1
7* f— J— J— J— J—
2 2 2 2 2
1

—%x4 = 2

2

1 1

— x4 = 4x-

4

1 4 0+ —|-1+1 !
7* — J— J— J— J—
4 4 4 4 4
1

-x4 = 1

4*

Multiplicar por un medio (%), divide la cantidad entre dos (se reduce a la mitad) y multiplicar por un cuarto (i),

divide la cantidad entre 4 (se reduce a una cuarta parte).

Podemos inferir que multiplicar una cantidad por nimeros mayores que la unidad, aumenta la cantidad inicial;
mientras que multiplicar por un nimero menor que la unidad (y mayor que 0) reduce la cantidad inicial. Tener

presente este comportamiento ayuda a detectar facilmente cuando se incurre en algin error de cdlculo.
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4.3.5. Los porcentajes y las fracciones

Como hemos visto anteriormente, si queremos el doble de un nimero, lo multiplicamos por 2. Por ejemplo:
2 % 200 = 400

Si queremos la mitad de un nimero, lo multiplicamos por % Por ejemplo:

1 1 200
Z %9 b
5 * 200 5 * 7
1 200

Z %9 _ =22

5 * 200 5

1

3 *200 = 100

Ahora bien, si queremos 100 (dieciseis centésimos) de un nimero, también lo multiplicamos por 100 Por ejemplo:

16 16 200
€200 = —— 42
100 200 100 1
16 16 * 200
£200 = — =%
100 100
16
£200 = 32
o5 200 3

Decimos que dieciseis centésimos de 200 es 32 o también que el 16 % (se 1leé “16 por ciento”) de 200 es 32. Si
queremos calcular el 35 % de 200 lo podemos hacer calculando 100 por 200,

35 35 200
£200 = 2 22

100 100 1

35 35 % 200

22 49 _ o0 ravy

100 ¥ 200 100

35

22 49 _

100 * 200 70

El resultado es 70.

El porcentaje = de una cantidad n, denotado como x % de n (se lee “x por ciento de n”) se refiere a x
centésimos de la cantidad n. Es decir:

(x% den) = 155 *n

4.4. Fracciones equivalentes

Ya hemos visto que una fraccién al multiplicarse por la unidad nos da la misma fraccién. Sin embargo, la unidad
se puede expresar como - para cualquier entero n. # 0. Aplicando la regla del producto de fracciones, tenemos
que una fraccién 7 tamblen se puede expresar como:
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a
= *

a
- —x1
b b

a a n
— — — %k —
b b n
a a*n
b bxn

Siendo el nimero del lado izquierdo igual al nimero del lado derecho, decimos que se trata de fracciones equi-

. . 1 2 . . T 1 2
galentes o iguales. Por ejemplo, 5 y £ son fracciones equivalentes, puesto que al multiplicar 5 por 5 obtenemos

1

Una fraccion es equivalente a otra si se obtiene exactamente una de ellas al multiplicar el numerador y
el denominador de la otra fraccién por un mismo entero n # 0. Es decir, las fracciones 3 y § son equi-
valentes o iguales, si y solo si existe un entero n # 0 tal que haga que los numeradores y denominadores
se hagan iguales:

a=cx*n

b=dx*xn
O bien,

a*xn==~c

bxn=d

4.5. Suma de fracciones con diferente denominador

Para sumar fracciones de diferente denominador, es oportuno convertir ambas fracciones en fracciones equivalen-
tes que tengan el mismo denominador. En el siguiente ejemplo basta convertir la primera fraccion para tener el
mismo denominador:

1+1 B H2+1
2 4 2%x2 4
1+1 B 2+1

2 4 4 4
1+1 241

2 4 4

1 1 3

2 4 4

En el caso general, siempre podemos obtener un denominador comin que sea el producto de los denominadores
de las fracciones. Por ejemplo:

1+1 _ 1x3 1x2
2 3  2%x3  3x%2
1,1 3.2

2 3 6 6
1+1 342

2 3 6

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 38 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto.

39

DN =

W
D

Para sumar fracciones de diferente denominador se convierten a fracciones equivalentes con el mismo

denominador y se suman los numeradores:

—+

+
Qlo alo

e o

a*d+c*b
bxd dxb

axd+cx*b

bxd

(4.4)

4.5)

4.6. Comparacion de fracciones

Para comparar fracciones basta convertirlas en fracciones equivalentes con el mismo denominador, como en

el caso de la suma de fracciones anterior, y comparar los numeradores. Por ejemplo, para comparar

tenemos:

R,
4 T 47
3 — 21
4 28
Ahora podemos ver claramente cudl es mayor,
21
28
Es decir,
3
4

4.7. Las fracciones y la division

|t

~| o

[
|

x4

Txd

20
28

3

1 con

5
79

Decimos que un nimero entero b es miiltiplo de otro a cuando existe un entero n que satisface la igualdad

siguiente:

b=ax*xn

Por ejemplo, los multiplos de 2 son todos los enteros:

...,—10,-8,—6,—4,—2.0,-2,2,4,6,8,10, ...

Cuando en una fraccién el numerador es un multiplo del denominador, la fraccion representa a un entero. Por

ejemplo:

3 %2
1%x2
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NN DI DIN] O

W RrlWwRlWwWRWw
* *
=oNIN

Si llamamos al numerador de la fracciéon como dividendo, al denominador de la fraccién como divisor, y al entero
correspondiente a la fraccién como cociente; entonces tenemos la operacion conocida como division. El cociente
es el resultado de dividir el numerador en la cantidad de partes que indica el denominador y tomar una de esas
partes.

Consideremos la siguiente situacion: Si tenemos 6 manzanas (el dividendo) y las dividimos en partes iguales a 2
personas (el divisor), entonces habra que dar 3 manzanas (el cociente) a cada persona, puesto que 2 * 3 = 6.

Ahora bien, consideremos la siguiente fraccion y tratemos de obtener el entero asociado.

T_ 6.1
2 22
7 1
- = 34 =
2 +2

En este caso, la fraccién representa al entero 3 mas % En el lenguaje de la operacion de la division, esto se puede
interpretar como que al dividir 7 (el dividendo) entre 2 (el divisor) el cociente es 3 y el residuo es 1. En este caso
secumple que 7 =2 % 3 4 1.

Operacion de division. Sea D el dividendo, d el divisor, c el cociente y r el residuo. La division % se
puede ver como la fraccion % expresada como la suma de un entero (c) y una fraccién menor que la
unidad (7). Es decir:
D r
== _ 4.6
T =c + 7 (4.6)
Donde 0 < r < d . Si multiplicamos a ambos lados de la igualdad por % podemos obtener
D . d ( L r) . d
k2 = (e ) k2
d 1 d/ 1
D . d . d N T, d
JE— — P C — — —
1 d 1 d 1
D d
T*l = (c*d)—i—(:*d)
Dx1 = (c*d)—i—(%*l)
D = cxd+r 4.7)
Esto es, el cociente multiplicado por el divisor mds el residuo nos da el dividendo.
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Si el residuo de la divisién % es 0, decimos que D es divisible por d, que D es un miltiplo de d y que d es un

divisor de D. Veamos algunos ejemplos:

= El 15 es divisible porel 1, 5 y 15. Los ndmeros 1, 5 y 15 son divisores del 15.
= El120 es divisible porel 1, 2,4, 5, 10 y 20. Los nimeros 1, 2, 5, 10 y 20 son divisores del 20.

En ocasiones es importante conocer el maximo comin divisor (MCD) de dos nimeros. En el caso del 15 y
del 20, su MCD es el ntimero 5. El MCD del numerador y denominador de una fraccion es titil para expresar la
fraccion utilizando ndmeros més pequefios (fraccion simple). Por ejemplo:
15 RER
20 4
53
20 4
15 3
4
3
4

20
15
20

El nuevo numerador se puede ver como el resultado de dividir el 15 entre el 5 (que es el MCD de 15 y 20). El
nuevo denominador se puede ver como el resultado de dividir el 20 entre el 5. De esta manera podemos tener una
version ampliada para obtener una fraccion equivalente.

Una fraccion es equivalente a otra si se obtiene una de ellas al multiplicar o dividir el numerador y el
denominador de la otra por un mismo entero n # 0. Es decir, la fraccion ¢ no se altera por multiplicar o

dividir por un entero n # 0 el numerador y el denominador de la fraccién:

ax*xn a __ a/n

a — @n
b~ bxn b b/n

Una fraccion se expresa en su forma simple cuando el numerador y denominador se dividen entre el
Miéximo Comun Divisor de los dos enteros. Si m es el Mdximo Comun Divisor de los nimeros enteros
D y d, la fraccion simple equivalente a % se expresa como:

D/m

d/m

Conviene también recordar que si un nimero natural (un nimero entero positivo) mayor que la unidad sélo tiene
como divisores al 1 y a si mismo, a ese nimero se le llama niimero primo. Son nimeros primos el 2, 3, 5, 7,
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11, 13, 17, 19, 23, etc. Los nimeros naturales, diferentes de la unidad, que no son primos, se llaman niimeros
compuestos y se pueden expresar como el producto de nimeros primos. Por ejemplo, el nimero 6 es un niimero
compuesto y se puede expresar como producto de nimeros primos: 6 = 2 * 3.

También decimos que el numerador y denominador de una fraccién simple son ndmeros primos relativos o primos
entre si. Es decir, son niimeros primos relativos si el maximo comun divisor de ambos niimeros es el 1. Por
ejemplo en la fraccién %, el 3 y el 4 son nimeros primos relativos.

4.7.1. Inverso multiplicativo

Anteriormente para la suma, definimos que el inverso aditivo de un niimero a es un nimero —a tal que sumado al
numero a nos da el nimero 0, el neutro aditivo.

Algo similar ocurre para la multiplicaciéon. Decimos que el inverso multiplicativo de un nimero a # 0 es otro
ndmero % tal que multiplicado por el nimero a nos da el 1, el neutro multiplicativo. Esto es:

1 a 1
a*x— = —%x—
a 1 a
1 a
a*x— = -
a a
1
ax— = 1
a

Se dice que un nimero es el inverso multiplicativo de otro, cuando al multiplicarlos el resultado es 1.

4.7.2. Las divisiones como productos

En forma andloga a la resta, que se interpreta como la suma con el inverso aditivo del sustraendo; si queremos
dividir a entre b, esta divisién § se puede expresar como a por el inverso multiplicativo de b (el cual es %). Esto
es:

Si hacemos el producto del lado derecho tenemos: ¢ * % = %, que es la misma fraccion del lado izquierdo de la

igualdad.

Ahora bien, si los nimeros a = 5 yb= ?, son fracciones, la division % se realiza de la misma manera, tomando

en cuenta que el inverso multiplicativo de b es g Es decir:

€ f €f
e T
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La division de fracciones se efectia de la siguiente forma:

- c

L = 2% ! (4.8)
T e

g c*

4 = y *f (4.9)
b (&

A menudo a este procedimiento se le conoce como regla de la herradura para la divisién de fracciones.

4.7.3. Division con niimeros positivos y negativos

Para completar el estudio de las fracciones y las divisiones es conveniente validar que sucede cuando el numerador
(o dividendo) o el denominador (o divisor) son negativos. En los siguientes razonamientos vamos a considerar
fracciones donde el numerador D es un miltiplo del denominador d; es decir, tenemos que la divisién £ es igual

d
al cociente ¢, debido a que el residuo es cero. Esto es:

=C

D
d

De tal manera que se cumple la igualdad:
D=dxc

Fraccion con numerador negativo y denominador positivo

Consideremos el caso de la fraccion %6. Esta fraccion indica que —6 (6 cilindros huecos) se dividen en dos partes
iguales, lo cual nos da —3. Es decir:
-6
5 =
Es decir, un nimero negativo entre un niimero positivo nos da un ndmero negativo. Este resultado es congruente
con la regla de los signos de la multiplicacién:

-3

6= (2) % (-3)

6

Por otro lado, el resultado —3 se puede también expresar como el inverso aditivo de la fraccion 3,
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Fraccion con numerador positivo y denominador negativo
Consideremos el caso de la fraccién %. Como sabemos que:

6 =(—2)x*(-3)
Tenemos que necesariamente el resultado de la fraccién es —3,

6

— —=_3
-2

De otra manera, no se cumpliria la regla de los signos de la multiplicacién. Por otro lado, el resultado —3 se puede

también expresar como el inverso aditivo de la fraccién ¢,
6 6
-2 2

En el caso general, tenemos que si a y b son enteros positivos, se cumple lo siguiente:

a a

—b b
Fraccion con numerador negativo y denominador negativo

Consideremos el caso de la fraccion :—g. Como sabemos que:

Tenemos que necesariamente el resultado de la fraccién es 3,

—6

=3

De otra manera, no se cumpliria la regla de los signos de la multiplicacién. Por otro lado, el resultado 3 se puede

6

9

también expresar como la fraccién
—6 6
-2 2

En el caso general, tenemos que si a y b son enteros positivos, se cumple lo siguiente:
—a

jb:

SalES]

Un caso particular ocurre cuando a = n y b = n. Es decir:

—n
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Esto nos lleva a concluir que si al numerador y el denominador de una fraccién se multiplica por un entero n # 0
(positivo o negativo), la fraccidén no se altera; es decir obtenemos una fraccion equivalente a la original. Veamos
un ejemplo donde podemos simplificar una expresién aprovechando nuestros conocimientos sobre fracciones.

— 24+ 2 —1 B — 224+ 2 —1
-1 - -1
—r24+2r—1 _ -1 —z24+22-1
-1 -1 —1
—z?4+20-1  (-1)(-2*+2z-1)
-1 (=1)(=1)
—r24+2r—1 _ 22— 2 +1
-1 a 1
—22 42 —1
B M +1x = 22— 22 +1

Regla de los signos para la division

De los resultados anteriores podemos concluir que el signo (positivo o negativo) del resultado obtenido en una
fraccidn o divisién sigue el mismo comportamiento que la multiplicacién.

Regla de los signos de la division. El resultado de la division de nimeros de diferente signo, es negativo;
y el resultado de la divisién de niimeros del mismo signo, es positivo. Si a y b son nimeros positivos,
tenemos

e
QL‘:: o
| |
[Salfs]
]S e
— — —
T 1T
SN— SN— N—
~ ~ ~
— — —
ST T
N— S— S—
Il Il Il
— — —
| \ +
~— ~— ~—

|
|
[Sylls]
—
L
~
—
L
Il
—
+
~—

4.8. Potencias negativas y fraccionarias

4.8.1. Potencias negativas

Aprovechando las fracciones, se define un niimero elevado a una potencia negativa de la siguiente manera.
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Un nimero a elevado a la potencia negativa —n se define por

De esta manera tenemos que: a~ - = %, a = -,a

4.8.2. Raices

Se define la raiz n—€sima de un niimero, siendo n un entero positivo, de la siguiente manera.

La raiz n-ésima de un niimero « se define como el nimero b tal que la siguiente igualdad se cumple:
" =a

y se denota como /a = b o bien a7) = b

Sin = 2, se utiliza simplemente el simbolo y/a y se conoce como raiz cuadrada. Cuando n = 3 se denomina raiz
cubica. Veamos algunos ejemplos:

» /4 =2ytambién /4 = —2. Debido aque 22 =4y (—2)? = 4.
= /1000 = 10, porque 10> = 1000.
= {/—1000 = —10, porque (—10)? = (—10) * (—10) * (—10) = —1000.

Es importante observar que cuando n es par, se pueden tener dos resultados, como en el caso de v/4, uno positivo
y otro negativo. También puede ocurrir que no exista la raiz. Por la regla de los signos no hay forma de que el
producto de dos nimeros iguales sea negativo, por lo tanto no existe la raiz cuadrada de un nimero negativo (por
ahora, cuando se incluyan los ndmeros imaginarios en el capitulo[13| las raices de nimeros negativos si existen).

4.8.3. Productos y divisiones de potencias

Si queremos multiplicar potencias de la misma base, por ejemplo:

a®xa’> = (lxaxaxa)x(lxaxa)
adxa?> = lxaxaxaxaxa
a>xa® = d°

El nuevo exponente de a es la suma de los exponentes 3 + 2 = 5. Obtenemos el mismo resultado de suma de
exponentes cuando tenemos exponentes fraccionarios. Por ejemplo:
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En este caso % + % = 1. Por otro lado si queremos dividir potencias de una misma base, por ejemplo:

a® lxaxa*xa*xaxa
a? lxa*a

a® lxa*xa*xa axa
a? 1 ax*xa
ab

— = (lxaxaxa)x*1

2

a

72 — a

a

El nuevo exponente de a es la resta de los exponentes 5 — 2 = 3. Si ahora queremos elevar a una potencia otra
potencia, por ejemplo:

(a2) = 1xa’*xa®xd’
(a2)3 = (a®*xd®) xd®
(@®)° = a*xa?

(@) = o

El nuevo exponente de a es el producto de los exponentes 2 x 3 = 6. Finalmente combinemos potencias y raices,
como en el siguiente ejemplo:
1 2
(100%)

(100%)2

El nuevo exponente de 100 vuelve a ser el producto de los exponentes % *2=1.

10°

100

Combinando raices y potencias obtenemos potencias con exponentes fraccionarios. Por ejemplo:

1

a: = (a*)2
o bien:
3 1\3
a2z = <a§)
Por ejemplo, si a = 100 en el ejemplo anterior, tenemos
1
1002 = (100%)2
3 1
1002 = (1,000,000)2
1002 = 1,000
en el otro caso tenemos
3 1\3
1008 = (100%)
1002 = (10)3
1002 = 1,000
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a™xa" = o™t
m

— am_n
n

racionales o fracciones.

En las operaciones de potencias y raices se siguen las siguientes reglas:

(4.10)
4.11)
(4.12)

Donde m y n son nimeros racionales. Recuerde que los enteros son un caso especial de los nimeros

4.8.4. Potencias de fracciones

Recordemos que la potencia de un niimero es un producto repetido. Cuando se eleva una fraccién a una potencia,

también tenemos productos repetidos. Por ejemplo:

@ - 1S

En forma similar, la raiz de una fraccién es igual a obtener por separados las raices del numerador y denominador.

Por ejemplo:

VR
O W~
N~~~
[l

I
Wl N © ‘Hk
SIS

Lo cual podemos comprobar facilmente:

Ol = W N
wl N
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En las operaciones de potencias y raices para fracciones se realiza la operacién al numerador y al

denominador:

Donde n es un ndmero racional o fraccion.

(4.13)

4.9. La notacion decimal

En el sistema de numeracién decimal, cuya base es 10, las primeras potencias negativas son las siguientes:

1071 = %0' Llamamos un décimo a la fraccion -

5
n 1072 = 1—(1)0. Llamamos un centésimo a la fraccion ﬁ.

n 1073 = 1’0%. Llamamos un milésimo a la fraccién WIOO‘

n 1074 = 10’%. Llamamos un diez milésimo a la fraccién 10’%.

» 10707 = m. Llamamos un cien milésimo a la fraccién m.

-6 _ 1
107" = 1500,000-

Llamamos un millonésimo a la fraccion

1
1,000,000 *

Cuando se utilizan nimeros decimales expresados con punto decimal, los digitos a la derecha del punto decimal se
multiplican por potencias negativas de 10, iniciando con 10~!, después 1072, etc. Por ejemplo el niimero 567.123

significa:
567.123 = 5%10° +6% 100 +7%10° + 11071 +2% 1072 +3%1073
567.123 = 5*100+6*10—|1—7*12—|—1*11?+2*1(1)0+3*m100
567.123 = 500+60+7+E+ﬁ+ﬁ

4.9.1. Multiplicacion de nimeros decimales por potencias de 10

Veamos que sucede cuando multiplicamos un niimero expresado en la notacién decimal por una potencia de 10:

123510 = (1%10* 4+ 2% 10" +3 % 10°) * 10

123510 = 1%10%%10" + 2% 10" % 10" + 3 % 10° % 10!
123510 = 1% (10%%10%) + 2% (10! % 10%) + 3 % (10° % 10%)
123510 = 1%10*" +2% 10" + 3% 109+

123%10 = 1%10%+2%10%+ 310"

12310 = 1230
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Cuando multiplicamos por 100:

123 % 100
123 % 100
123 % 100
123 % 100
123 % 100
123 % 100

(1%10% +2 % 10" + 3% 10%) % 10?

1%10% % 10% + 2 % 10" % 10 + 3 % 10° * 10?

1% (10% % 10%) + 2 % (10" % 10%) + 3 % (10° % 10?)
1510272 425102 4+ 3% 10012

1%10* +2%10% + 3 % 102

12300

Podemos decir que cuando multiplicamos por 10 a 123.00 el punto decimal se desplaza un lugar a la derecha,
para dar el resultado 1230.0. Cuando multiplicamos por 100 a 123.00 el punto decimal se desplaza dos lugares a

la derecha, para dar el resultado 12300.

Cuando multiplicamos un nimero decimal por 10", siendo n positivo, el punto decimal se desplaza n

lugares a la derecha.

Ahora veamos que sucede cuando multiplicamos un nimero expresado en la notacién decimal por una potencia
negativa de 10. Por ejemplo al multiplicar por 1—10, lo cual es equivalente a dividir entre 10, tenemos

123
10
123
10
123
10
123
10
123
10
123
10
123
10
123
10

1

123 « —

10

123 %1071

(1%10% +2% 10" +3%10% x107*

110251071 +2%10 %101 +3%10°x 107!

1% (102 %1071 4+ 2% (10" « 1071) 4+ 3% (10° x 1071)

110> +2%10"" 1 + 3% 10!

1108 +2%10°+3%107t

12.3
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Cuando dividimos entre 100,

123 1
2 = 123 % —

100 100

123 L

0 = 123 %1

100 3 %10

123

= = (1%10%242%10'4+3%10%) x 1072

100

123

0 = 15102510724+ 210" %1072 + 3% 107 % 1072

12

% = 1% (10*%107%) 4+ 2 (10" * 107%) 4+ 3 % (10° % 1072)
% = 1510242102 4+3%1002

12

% = 1%10°4+2%107 4+ 3%102

123

22— 1.23

100

Podemos decir que cuando dividimos entre 10 a 123., el punto decimal se desplaza un lugar a la izquierda, para
dar el resultado 12.3. Cuando dividimos entre 100 a 123. el punto decimal se desplaza dos lugares a la izquierda,
para dar el resultado 1.23.

Cuando multiplicamos un nimero decimal por 107", siendo n positivo, el punto decimal se desplaza n
lugares a la izquierda

4.10. La recta numérica

Como vimos en este capitulo, los nimeros enteros son un caso especial de los nimeros fraccionarios, también
conocidos como niimeros racionales.

Podemos representar a todos los niimeros racionales en una linea recta, llamada recta numérica, que representa
cada ndmero mediante un punto en dicha recta. En la figura [4.3] se presenta la recta numérica donde se han
indicado los primeros enteros positivos, el 0 y los primeros enteros negativos. Ademas se indican las fracciones
%, que corresponde a un punto localizado a la mitad de la distanciaentreelOyel 1,y —%, que corresponde a un
punto localizado a la mitad de la distancia entre el -1 y el 0.

También se indica la fraccién %. Para ubicar el punto correspondiente a %, sabemos que % =1+ %, de manera que
conviene dividir la distancia entre el 1 y el 2 en cuatro segmentos de igual longitud, como se muestra en la figura

43

Recordemos que un nimero a es mayor que otro b si el punto correspondiente a a estd a la derecha del punto b.
De esta manera podemos decir que 1 < %, —% <0,-2< —1,etc.

En la recta numérica existen puntos que corresponden a nimeros que no son racionales. Es decir, nimeros que
no se pueden expresar como una fraccion. A dichos nimeros se les conoce como nimeros irracionales. Los
ndmeros racionales y los irracionales forman lo que se conoce como los nimeros reales.
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\/

Figura 4.3: La recta numérica.

Un ejemplo de un nimero irracional es el nimero 7 (se leé “nimero pi”), la relacion entre la longitud de una
circunferencia relativo a su didmetro:

. longitudtc/ircunferencia (4.14)
didametro

m = 3.14159265358979323846 . .. (4.15)

En la mayoria de las operaciones es suficiente considerar los 4 primeros decimales, es decir: 7 = 3.1416.

Los nimeros irracionales tienen un nimero infinito de decimales, sin secuencias de digitos repetidos, como el
caso de 7. Cuando la secuencia de digitos es infinita pero periddica, se trata de un nimero racional (una fraccién).
Por ejemplo: la expresion decimal de 1/11 es (1/11 = 0.09090909 . . .), aunque es infinita, es periddica; se repite
la secuencia “09”.

4.11. Ejercicios propuestos

Reemplace el simbolo ? en las siguientes expresiones por =, < 0 >, segin corresponda a la relacidn correcta entre
los niimeros.

L3 7 3
2.3 7 &
3.5 7 03
4.4 7 033
5§73
6. 72 7
7.5 7 16
8.5 7 3x107*

Para cada igualdad encuentre el valor de a al realizar las operaciones del lado izquierdo de las igualdades. Exprese
su resultado como una fraccién simple menor de la unidad o un entero mas una fraccién simple menor que la
unidad, seglin corresponda.

9

B[~

+
_|_

O Wl

10

W=
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1. 3—1=a
1 2 _

12. 54‘1—&
5 10 __

13. 5+ 17 =a

10 -4 _
14. L+ =t =gq

15. 34+03=a
1 _
_]_ _

17. ?*0.9—a

18. 2% (—-1.3)=a
19. =L %3

20. 2% (&£ -03)=a
21 22« (

22. 1—70 x0.0l =a
23.

24.

(
(
25. (W0)7 = ¢
26. (

Efectda las siguientes operaciones, expresando el valor de a como el entero que corresponde al cociente mas la

fraccién que involucra al residuo.

27. a =%
28. a:%
29. a =%
30. a = 52
31. = =12
32. a=58
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Capitulo 5

Algoritmos de las operaciones basicas

En este capitulo revisaremos los procedimientos o algoritmos para realizar las cuatro operaciones bésicas: la su-
ma, la resta, la multiplicacién y la divisién de nimeros expresados en el sistema de numeracion decimal; haciendo
énfasis en comprender porqué se realizan de dicha forma.

El lector interesado también puede consultar el libro (Moreno Aranda, 2002)), donde se presentan numerosos ejem-
plos de la notacién decimal y los algoritmos de las operaciones bésicas.

Los algoritmos de estas operaciones, conteniendo la secuencia de pasos o instrucciones detalladas para obtener el
resultado, se ilustrardn a través de ejemplos, iniciando con los casos mds sencillos y avanzando hacia los casos
mads complicados.

5.1. La notacion decimal

Recordemos que en la notacién decimal la base es 10 (el total de dedos de nuestras manos) y los digitos son: 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8y9. La posicion de cada digito con respecto al punto decimal define su valor relativo en funcién
de potencias de 10. Asi el nimero 123.45 significa:

12345 = 1%x10°+2%10' +3%x10°+ 4107  +5% 1072

1 1
12345 = 1%x100+2%10+3*x1+4% — 4+ 5% —
* +2%x10+3x1+ *10—1— *100
4 S
12345 = 1 2 — 4+ —
3.45 00 + 0+3+10+100

Es decir, 123.45 equivale a la suma de 1 centena, 2 decenas, 3 unidades, 4 décimos y 5 centésimos. Una obser-
vacion clave en el sistema decimal es que un digito en cierta posicién es 10 veces mds grande que en la posicién
adyacente a su derecha. Por ejemplo: 1 centena es igual a 10 decenas, 1 * 100 = 10 *« 10; 1 decena es igual a 10
unidades, 1 * 10 = 10 % 1; 1 unidad es igual a 10 décimos, 1 * 1 = 10 * %; 1 décimo es igual a 10 centésimos,
1% {5 =10 * 1i5; etc.

5.2. Lasuma

Iniciemos por las sumas mds sencillas, aquellas en las cuales los sumandos tienen un sélo digito. Por ejemplo
0+1=1,14+3=4,9+9 = 18, etc. En la tabla[5.1] se presenta el resultado de todas las combinaciones posibles
de suma de digitos. Para obtener el resultado simplemente nos ubicamos en la columna que corresponde al primer
digito y en el renglén que corresponde al segundo digito. Por ejemplo, en el renglén del digito 9 y columna del
digito 9, el resultado es 18.
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nimero | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 21 3| 4| 5] 6 7| 8| 9
1 1 21 3| 41 5| 6| 7| 8] 9|10
2 21 31 4] 5| 6| 7| 8] 9|10 11
3 31 4] 51 6 7| 8| 91011 |12
4 41 5|1 6| 7] 8| 9/10| 11|12 13
5 5/ 6| 7| 8] 91011 12|13 | 14
6 6| 7| 8| 9110 |11 |12 |13 |14 ]| 15
7 7 8| 911011 12|13 |14 |15 ]| 16
8 8| 911011 | 12|13 |14 |15 |16 | 17
9 9110 |11 |12 |13 |14 | 15|16 | 17 | 18

5.2.1. Ejemplo: 123 + 234

Tabla 5.1: Tabla de la suma de dos digitos.

Calculemos ahora la suma de los nimeros 123 y 234, aprovechando la tabla[5.1]y las propiedades de la suma y el

producto:
123 4234
123 4234

123 + 234
123 + 234

= 1% 102 +2 %101

+2%102 +3 % 10!
= (1+2)x10> +(2+3)x10!
= 3 % 102 +5 % 101
= 357

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

5.2.2. Ejemplo: 123 + 238

+
Wi =
| W N
N A~ W

43 %100
+4 %100

+(3 +4) * 10°

+7 %100

Ahora abordemos un caso mas complejo, donde la suma de los digitos es mayor que 9. Por ejemplo, sumemos

123 con 238:

123 +238 = 1 %102 +2 % 101 +3 % 10°
+2 % 102 +3 % 10! +8 % 10°

1234238 = (1+4+2)%102 +(2+3)=*10! +(3 +8) * 10°
1234234 = 3% 102 +5 % 10! +11 % 10°
1234234 = 3% 102 +5 % 10! +(10 4+ 1) *10° |y
123 4+234 = 3% 102 +5% 100 415101 415100 |y
1234234 = 3102 +(5+1)x 10 +1%100 |3
123 +234 = 3% 102 +6 * 101 +1%10° |y
1234+234 = 361
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Los renglones etiquetados como 77 y 75 justifican el paso de las 11 unidades a 1 decena més una unidad. La decena
adicional se suma a las decenas existentes (renglones r3 y r4).

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

) Iro

2
3
6

+
W =
—| 00 W

Observe que en el renglén marcado como 7y se muestra, entre paréntesis, la decena adicional que se suma en
la columna de las decenas. Esta unidad adicional se conoce como acarreo. Cuando la suma de una columna es
mayor que 9 se genera un acarreo a la siguiente posicioén a la izquierda. El procedimiento inicia sumando los
digitos de la columna de la derecha (las unidades) y avanzando hacia las columnas de la izquierda. Por ejemplo:

(D M

2 2 2
+ 9 3 8
11 6 0

5.2.3. Ejemplo: suma de tres niimeros.

El procedimiento anterior se puede extender a sumar més de dos nimeros, por ejemplo:

ey ey
1 2 3
2 2 2
+ 9 3 8
1 2 8 3

5.2.4. Suma de niimeros negativos.

Cuando los sumandos son negativos podemos multiplicar dos veces por —1 para convertir la operacién en una
suma de nimeros positivos. Por ejemplo:

~113-253 = (=1)(—=1)(—113 — 253)
~113 =253 = (=1)((~1)(~113 — 253))
~113-253 = (—1)(113+253))
—113-253 = (—1)(366))

—~113—253 = —366

Es decir, se efectud la suma 113 4 253 = 366 y el resultado se multiplicé por —1, para dar el resultado final de
—366.

5.2.5. Suma de numeros con decimales.

El algoritmo que se ha seguido se puede aplicar a los nimeros decimales que contienen potencias negativas de 10.
Por ejemplo 1.25 + 1.9:
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125419 = 1%10° +2% 107" +5%1072

+1x10° 49 %101
1.254+1.9 = (1+1)%10° +(2+9)*107t +5%1072
1.254+19 = 2% 10° +11% 107" +5% 1072
1.254+1.9 = 2%10° +(104+1) 1071 +5% 1072
1.25+19 = 2% 10° +14+1%107" +5%1072
1.25+1.9 = (2+1)x10° +1%1071  +5% 1072
1.254+19 = 3% 10° +1%107Y  4+5% 1072
1.25+19 = 3.15

Es decir, los 11 décimos se transformaron en un décimo y una unidad (el acarreo). En forma simplificada, esta
operacion se puede escribir de la siguiente manera:

~
(9,

—| O N

9]

5.3. Laresta

Al igual que en la suma, iniciemos por las restas mas sencillas, aquellas en las cuales el minuendo tienen un sélo
digito, al igual que el resultado. Por ejemplo 2 — 1 = 1,4 — 2 = 3,18 — 9 = 9, etc. En la tabla[5.2] se presenta
el resultado de todas las combinaciones posibles de este tipo de resta. Para obtener el resultado simplemente nos
ubicamos en la columna que corresponde al primer nimero y en el renglén que contiene el segundo niimero (el
que se resta). Por ejemplo, el resultado de 18 — 9 lo encontramos en la columna del 18, y en el renglén del —9. El
resultado es 9.

011234 |5[/6|7[8|9[10 |11 12|13 |14 ]15|16 |17 |18
0010|1234 |5/6|7|8]9 (1011|1213 |14| 15|16 |17 |18
-1 0112|3456 |7|8| 91011 ]12|13 |14 |15]| 16|17
-2 0111234567 8| 91011 |12 |13 |14 |15 |16
-3 0112|3456 7| 8| 91011 (12|13 |14 |15
-4 O[1(2|3|4|5] 6| 7| 8| 910|111 12|13 ]| 14
-5 012|134 5| 6| 7| 8| 910|111 |12 13
-6 01123 4| 5| 6| 7| 8| 9110|1112
-7 0O(112| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9|10 11
-8 o1 2 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9|10
-9 O 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9

Tabla 5.2: Tabla de la resta.
5.3.1. Ejemplo: 895 — 234

Calculemos ahora la siguiente operacién: 895 — 234, aprovechando la tabla[3.2]y las propiedades de la suma y el
producto:

895 — 234 = 8% 102 4+9x10'  +5%10°
—(2%10% +3x10" +4x%10°)
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895 — 234

123 + 234
123 + 234
123 + 234

8 %
—2 %
(8 —2)
= 6 *

102
102
102
102
661

+9 % 101
—3 %101
+(9 —3) 10!
+6 % 10!

+5% 100
—4 %100
+(5 —4) * 10°
+1 %100

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

1
AN N oo

AN W O
— B

Observe que en todas las columnas el nimero que se restd (el sustraendo) es menor que el primer nimero (el

minuendo).

5.3.2. Ejemplo: 895 — 238

Ahora veamos que sucede cuando tenemos columnas donde el sustraendo es mayor que el minuendo. Por ejemplo,
calculemos 895 — 238:

895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =
895 — 238 =

8 x 102
—(2 %102
8 x 102
—2 % 102
8 x 102
—2 %102
8 x 102
—2% 102
8 x 102
—2% 102
8 x 102
—2 %102
8 x 102
—2 %102
8 % 102
—2 %102
8 x 102
—2 %102
8 x 102
—2 %102
(8 —2) % 102
6 x 102
657

+9 % 10! +5 % 109
+3 % 10 +8 % 100)
+9 % 10! +5 % 10°
—3% 10! —8x 109
+(8 + 1) * 10! +5 % 10°
—3x% 10" —8%10°
+8 %101 410" + 5% 10°
—3x% 10" —8%10°
+8% 101 4+(10 + 5) x 10°
—3% 10! —8%10°
+8 % 101 +15 % 10°
—3x10! —8 % 10°
+8 % 10t
—3%101 (15— 8) x 10°
+8 % 10t
—3x%10! +7 % 10°
+(8 —3) x 10! +7 % 10°
+5x% 10! +7 % 10°
+5 % 10! +7 % 10°
+5x% 10! +7 % 10°

|78
|T9
IT10

Observe que en los renglones 71, r2, 73 v 74 las 9 decenas se convirtieron en 8 decenas y la decena adicional
se convirtié en 10 unidades que sumadas a las 5 que tenia, dan un total de 15 unidades (renglon r4). Con este
préstamo el resultado de 15 — 8 = 7 (renglones 5 y 7). Enseguida se procede a restar las decenas (renglones 77
y rg) y finalmente las centenas (renglones r9 y 719).

Academia Mexicana de Computacion, A.C.

59

L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 60

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:
8 9 5
- 2 3 8

Ahora bien, como en la columna de la derecha (de las unidades) es mayor el 8 que el 5, las 9 decenas se convierten

en 8 decenas y 10 unidades que se suman a las 5 unidades. Esto lo representamos de la siguiente forma (observe
el renglén 7g):

—
0 T W

|7"0

W W o

Ahora si podemos llevar a cabo la operacion de resta en la columna de las unidades:

1

W ¥ oo

~| 00 T W

Enseguida podemos proceder a realizar la resta de la columna de las decenas:

8 15
8 9 3
-2 3 8
5 17
Finalmente la resta en la columna de las centenas:
8 15
8 9 3
-2 3 8
6 5 7
5.3.3. Ejemplo: 805 — 238
Veamos ahora un ejemplo mas complicado:
8 0 5
- 2 3 8

En este caso, la columna de las decenas es 0 en el primer renglén. Sin embargo, podemos convertir las 8 centenas
en 7 centenas + 10 decenas. Esto lo representamos de la siguiente manera:

1

N o
L= O
o0 W
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Enseguida convertimos las 10 decenas en 9 decenas mas 10 unidades las cuales se suman a las 5 unidades que
tenemos:

[\STR SREN
W = \O
0 T W

Ahora si podemos realizar la resta en la columna de las unidades y después en las decenas y finalmente en las
centenas, para tener el resultado siguiente:

NN o
AW = O
~| 00 T W

5.3.4. Caso del sustraendo mayor que el minuendo.

Finalmente, cuando en una resta el sustraendo es mayor que el minuendo, podemos multiplicar dos veces por —1
para convertir la operacion en una resta donde el minuendo es mayor que el sustraendo. Por ejemplo:

13—253 = (—1)(—=1)(13 — 253)

13-253 = (—1)((~1)(13 — 253)
13-253 = (—1)(—13 + 253)
13253 = (—1)(253 —13)
13-253 = (—1)(240)

13253 = —240

Es decir, se efectud la resta 253 — 13 = 240 y el resultado se multiplicé por —1, para dar el resultado final de
—240.

5.3.5. Resta de nameros con decimales.

El algoritmo que se ha seguido se puede aplicar a los nimeros decimales que contienen potencias negativas de 10.
Por ejemplo 1.90 — 1.25 se puede calcular en la forma simplificada de la siguiente manera:

1

1
SdBanlien
o\ e
nluns o

En este caso, los 9 décimos se convirtieron en 8 décimos méas diez centésimos (% = 1% + 11—(?0). De esta manera,
la resta de los centésimos se pudo llevar a cabo.

5.4. La multiplicaciéon

Iniciemos por las multiplicaciones mds sencillas, aquellas en las cuales los factores tienen un sélo digito. Recor-
demos que la multiplicacién es una suma repetida, por ejemplo:

3x¥5=0+5+5+5
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Con este procedimiento en mente, podemos facilmente calcular el resultado de todas las combinaciones posibles
de digitos, como se muestra en la tabla[5.3] Para obtener el resultado simplemente nos ubicamos en la columna
que corresponde al primer factor y en el renglén que corresponde al segundo factor. Por ejemplo, en el renglén
del digito 9 y columna del digito 9, el resultado es 81. Esto es, 9 * 9 = 81.

nimero | 0 | 1 21 3| 4] 5 6| 7 81 9
0 0jo| O O O] O] O O| O] O
1 01| 2| 3| 4| 5] 6| 7| 8] 9
2 02| 4| 6| 8|10 12|14 |16 18
3 03] 6| 9|12 |15 |18 |21 |24 |27
4 04| 812 |16]20 |24 |28 | 32136
5 O0|5]10]15(20|25|30|35|40| 45
6 06|12 |18 24|30 |36|42 |48 | 54
7 0|7 ]14 |21 |28 |35 |42 |49 | 56| 63
8 08|16 |24 32|40 |48 |56 | 64| 72
9 0191827 (36|45 |54 |63 |72 81

Tabla 5.3: Tabla del producto de dos digitos.

5.4.1. Ejemplo: 123 x 3

Calculemos ahora el producto de los nimeros 123 y 3, aprovechando la tabla[3.3] las propiedades del producto
(en especial las propiedades distributiva y conmutativa) y de las potencias:

1233 = (1 %102 +2 % 10! +3%100)  %(3 % 10°)
1233 = 1%102%3%10° +2%10"*3%10° 4+3%10°%3%10° |r;
1233 = 1%3x10%%10° +2%3 %101 %x10° +3%3%10°%10° |ry
1233 = 1% 3% 102 +2 % 3 % 10 +3%3%100 |r3
123%3 = 3% 102 +6 % 10" +9%10°  |ry
1233 = 369

En el renglén 7 se aplicé la propiedad distributiva. En el renglén ro se aplicéd la propiedad conmutativa del
producto. En el rengldn r3 se realizaron los productos de potencias de 10. En el renglén r4 se realizaron los
productos de los digitos, aprovechando la tabla de multiplicar[3.3l

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

1 2

*
O W W

3 6

El procedimiento inicia multiplicando las unidades 3 * 3 = 9, enseguida se multiplica el 3 por el digito de las
decenas 3 * 2 = 6 y finalmente se multiplica el 3 por el digito de las centenas 3 x 1 = 3.

5.4.2. Ejemplo: 123 x4

Calculemos ahora el producto de los nimeros 123 y 4:
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123%x4 = (1 %102 +2 % 101 +3%10Y)

(4 % 109)
1234 = 1%102%4%10° +2%10" %4510 +3%10° %4 % 10°
12354 = 1%4%102%10° 4+2%4%10' «10° +3 %4 %10° % 10°
123%4 = 1%4 %102 +2 %4 % 101 +3%4%10°
123 x4 = 4 % 102 +8 % 10* +12 %100 |rg
1234 = 4% 102 +8% 101 +(10+2) x 107 |ro
123 x4 = 4 % 102 +8 % 10! +10+2%10° |3
1234 = 4 %102 +(8+1) % 10! +2%10° |y
1234 = 4 % 102 +9 % 10! +2%10° |rs
123 %4 = 492

En el renglon 7 el producto 3 * 4 = 12, genera un resultado mayor que 9. El nimero 12 se expresa entonces
como una decena mds 2 unidades (renglones r2 y 73). Enseguida esta decena se pasa a la columna de decenas,
incrementando de 8 a 9 dicho niimero (renglones 74 y 75).

En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

12 3

* 4
(1)

4 9 2

El procedimiento inicia multiplicando 4 * 3 = 12, generando un acarreo de una decena (el renglén que contiene
el nimero en paréntesis se utilizé para poner el acarreo). Enseguida se realiza la multiplicacion de 4«2 +1 =9
(el producto de 4 * 2 més el acarreo). Finalmente el producto 4 x 1 = 4.

5.4.3. Ejemplo: 123 x 30

Veamos ahora que sucede cuando multiplicamos los nimeros 123 * 30:

123%30 = (1% 102 +2x 10! +3 %109
#(3 % 101)

12330 = 1%10%2%3%100 +2%10' «3 % 10" +3%10° %3 % 10*

12330 = 1%3%10%2%10" +2%3%10'%«10" +3 %3107 10"

123%30 = 1%3x%103 +2 % 3 % 102 +3 %3 % 10!

123%30 = 3%103 +6 % 102 +9 % 10!

123%30 = 3690

Este resultado también lo podriamos haber obtenido al efectuar la siguiente operacion, que resulta mds sencilla:

12330 = 123 *(3*10)
12330 = (123 *3)* 10
123 %30 = (369) * 10
123 %30 = 3690
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Es decir, aprovechamos la propiedad asociativa del producto y el hecho de que multiplicar por 10 equivale a
agregar un O a la derecha. Si hubiéramos multiplicado por 300 se agregan dos ceros a la derecha, por 3000, tres
ceros a la derecha, etc. Este tema se revis6 en la seccion[4.9.1] (pdgina49)). En forma simplificada, esta operacion
se puede escribir de la siguiente manera:

1 2 3
* 30
36 90
5.4.4. Ejemplo: 123 x 34
Veamos un caso mds complicado: 123 % 34:
123%34 = 123 % (4 + 30)
123 %34 = (123%4) + (123 % 30)
123%34 = 492 + 3690
123%x34 = 4182

Es decir, esta multiplicacién implicé realizar dos multiplicaciones: una por las unidades del segundo niimero (el
4) y otra por las decenas del segundo nimero (el 30). Finalmente se suman ambos resultados para obtener el
resultado final. En forma simplificada, esta operacion se puede escribir de la siguiente manera:

1 2 3
* 3 4
Wy |71
4 9 2 |re
|7“3
3 6 9 ‘7'4
(H (D |75

4 1 8 2 |7‘6

Donde el renglén o fue el resultado de multiplicar 123 * 4, teniendo cuidado del acarreo de 1 que se genero al
multiplicar 4 * 3 (el renglén 71 nos recuerda este acarreo). El renglén 7,4 es el resultado de multiplicar 123 * 30.
Observe que la columna de las unidades aparece vacia (es cero). Finalmente en el renglon rg se tiene la suma
de los dos resultados anteriores. Observe que al sumar las decenas: 9 + 9, se generd un acarreo de una centena.
También se generd un acarreo de un millar, al sumar las centenas y el acarreo: 4 + 6 + 1 = 11. El rengldn 75
registra estos acarreos al realizar la suma.

5.4.5. Ejemplo: 123 x 834

Este algoritmo se puede generalizar para nimeros mas grandes. Por ejemplo:

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 64 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 65

1 2 3
* 3 4
(1)
4 9 2
3 6 9
(H @
9 8 4 ‘Tl

Donde el rengldn 7 ahora corresponde a la multiplicacion de 123 800, teniendo cuidado de considerar el acarreo
de 2 que se gener6 al multiplicar 8 x 3 = 24. También se gener6 un acarreo de 1 al multiplicar 8 x 2 + 2 = 18.
Para facilitar los célculos, los acarreos se han colocado en la fila superior al resultado del producto, utilizando
paréntesis. Falta solamente efectuar la suma de los tres productos:

1 2 3
* 8 3 4
5]
4 9 2
3 6 9
w2y
9 8 4
O O @O @
1 0 2 5 8 2

Nuevamente, para facilitar los cédlculos y evitar cometer errores se han tachado los acarreos anteriores y se han
colocado los nuevos acarreos de la suma en la fila inmediata superior al resultado. Sin embargo, en la préctica es
frecuente ir anotando en otro lado los acarreos que se van generando, quedando la multiplicacién como sigue:

1 2 3
* 8 3 4
4 9 2
36 9
9 8 4
1 0 2 5 8 2

5.4.6. Multiplicacion con nimeros decimales

Una forma sencilla para multiplicar nimeros que incluyen decimales es convertirlos a niimeros enteros, multi-
plicando por potencias positivas de 10. Al final, el producto se multiplica por las potencias negativas de 10. Por
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ejemplo:

1.32%0.002 = (1.32%10% % 1072) % (0.002 % 10% x 1073)

1.32%0.002 = (1.32%10%) % (0.002 % 10%) % (1072 x 1073)
1.32%0.002 = 132%2%107273

1.32%0.002 = (132%2)%107°

1.32%0.002 = 264%107°

1.32x0.002 = 0.00264

Observe que 10% x 1072 = 1 de manera que al multiplicar 1.32 por esta cantidad, el ndmero original no se altera.
De igual forma 103 * 1073 = 1 de manera que al multiplicar 0.002 por esta cantidad, tampoco se altera dicho
nimero. Sin embargo, se aprovechan las propiedades conmutativas y asociativas del producto para cambiar el
factor 1.32 a 132 y 0.002 a 2 y realizar el producto de nlimeros enteros. Observe también que se agruparon las
potencias negativas de 10, para obtener al final el resultado correcto.

Recuerde que al multiplicar por 10™ el punto decimal se desplaza n lugares a la derecha, mientras que al multipli-
car por 107" el punto decimal se desplaza n lugares a la izquierda, (seccién paginald9)). De esta manera, se
obtiene el resultado 0.00264 al desplazar el punto decimal 5 lugares a la izquierda de la cantidad 000264.

5.5. La division

En la seccion [4.7] de la pagina[39] se defini6 la division de dos enteros % como encontrar los enteros cociente c y

residuo r (0 < r < d), de manera que se cumple la siguiente igualdad:
—=c+ - (5.1)

El caso mas sencillo es cuando el divisor d es un digito y el dividendo D es un nimero entre 0 y 81 (aprovechando
la tabla de multiplicai3.3] de la pagina[62). Si despejamos el residuo de la ecuacidn anterior, tenemos que:

r=D—cxd (5.2)
5.5.1. Ejemplo: 5/3
Veamos el siguiente ejemplo:
— 1=
3 — 113

En este caso el cociente es ¢ = 1 y el residuo es 7 = 2. En efecto 1 es el mayor valor que puede tomar el cociente
¢, de manera que el residuo r = 5 — 1 % 3 toma el valor de 2 (un ndmero entero entre 0 y 2). Recuerde que la
fraccién 7 es una fraccién menor que la unidad.

En forma simplificada, la operacién de divisién de 5 entre 3 la podemos representar de la siguiente manera:
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T

Decimos que el 5 contiene a una vez al 3 y por lo tanto el cociente es 1, lo cual se refleja en el siguiente cambio:

1
315

Enseguida hacemos el producto del cociente por el divisor y el producto lo vamos a restar del dividendo. Esto es:

| 1
5
-(1*3)

3

Al realizar el producto de 1 * 3, el resultado es el siguiente:

1
-3

Falta el paso de efectuar la resta (5 — 3), lo cual se representa de la siguiente forma:

El procedimiento termina cuando el residuo, 2 en este caso, es menor que el divisor, el 3.

5.5.2. Ejemplo: 44/3

Ahora veamos un caso un poco mas complicado, aprovechando la notacién decimal desarrollada del dividendo:

44 410" +4%10°
3 3

44 4*m1+4*1w
3 3 3
44 4 4

— = 10t +-%10°
3 g Ty

Es decir, tenemos que efectuar dos divisiones, una para las decenas y otra para las unidades. Efectuemos primera
la division de las decenas:

14 4-1%3 4
G (Nl WO ) L O 701
3 I+ =g )10+ g
14 4-3 4
L 12y k10 4 S 10

3 I+ =57) 10+ g

44 1 4

— = (1+35)*10"+-x10°

3 (L4 g) 107+ 5
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Ahora bien, el residuo de las decenas se puede pasar a las unidades:

44 1 101+1 101+4 10°
— = * — % — %

3 3 3
44 1*101+1*10+%*1oo
3 3 3

4; = 1*101+L;*100+§*100
44 10 + 4

3 = 1% 10" + T 100

44 14

— = 1%10'+ ==x10°

3 *A A g

Ahora si podemos efectuar la division de las unidades:

44

14 —4%3

T = 110" +44 —— =% 100
44 14 — 12

3 = 110" +4+ * 10°
44 2

5 = 1*101+4+§*100

44 2

3 = (1*101+4)+§*10°
44 2

= = (14 z

3 ( )+3

De manera que el cociente es 14 y el residuo es 2. En forma simplificada, la primera divisién, para calcular el
cociente que representa las decenas, también la podemos representar en forma simplificada como sigue:

1 4
3 4 4
3
1 4
12

2
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5.5.3. Ejemplo: 24/3

En el siguiente ejemplo la divisién de la decena tiene como cociente a 0, por lo cual el residuo de la division de
las decenas se suma a las unidades. Veamos:

24 2x10' 4+4x10°
3 3

24 2*101+4*100
3 3 3
24 210" 4 2100
— = — % — %

3 3 3

24 2 4
3 - (0+§)*101+§*100
24 2 4

- - = 11 = 10
3 3* 0—{—3* 0
24 2 4

— = Zx10+ - x10°
3 3* 0—1—3* 0
24 2 4

5 = §*100+§*100
24 24

— = — %10

3 3

Ahora podemos efectuar la division de las unidades:

% _ 8+24—8*3*100
24 24 — 24
== 8+ 2% 100
3 Tt

24 0

= = 8+ -x10°

3 Tt

24 g

;=

0 8

3 2 4
0

2 4

2 4

0

Sin embargo, es muy frecuente omitir el 0 como cociente en el lugar de las decenas y proceder directamente con
la divisién de %. Esto es:
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5.5.4. Ejemplo: 2424/3

Veamos ahora un ejemplo donde el dividendo contiene més digitos.

&8 0 8
312 4 2 4
24
0 2
0 -0
2 4
24
0

Observe que los 2 millares se convirtieron en 20 centenas que sumadas a las 4 dan un total de 24 centenas. El
cociente de 23—4 es 8 con un residuo de 0. Enseguida la divisién % da un cociente de 0 y un residuo de 2. Estas 2
decenas se convierten en 20 unidades que sumadas a las otras 4 dan un total de 24 unidades. El cociente de 23—4 es
8 con un residuo de 0. El resultado final es 808 como cociente y un residuo de O.

5.5.5. Ejemplo: 8765/12

Consideremos ahora la divisién %. En este caso el divisor es mayor que 9 y no podemos utilizar la tabla [5.31

En su lugar podemos calcular los resultados de la multiplicacién del 12 por un digito, como se muestra en la tabla

54

ndmero | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
12 0112243648 60| 72|84 |96 | 108

Tabla 5.4: Tabla del producto de 12 por un digito.

Procedemos a realizar la division:

8765  8%10%+7x10%+ 6% 10" + 5 x 10

12 12

8765 8*103+7*102+6*101+5*100
12 12 12 12 12
8765 8 4 T o 6 . 5 g
o = 12>|<1O +12>|<10 +12*10 +12*10
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El resultado de la division de los millares % es 0 con residuo de 8. Por lo tanto, su residuo de 8 millares se suma
como 80 centenas. Es decir:

8;% - %*10*10%112*102+%*101+%*10°
% _ %*m%%*m%%*mw%*loo
% _ 801;7*102+%*101+%*100

% _ %*102+%*1ol+%*100

Ahora bien para realizar la divisién de las centenas %, nos apoyamos de la tabla[5.4lpara ver que el cociente es 7 (el

mayor entero cuyo producto con 12 sea menor o igual que 87) y tenemos un residuo r = 87—7x12 = 87—84 = 3.
Este residuo se suma a las decenas. Es decir,

% _ (7+W)*102+%*101+%*10°
% _ (7+87_84)*102+%*101+1—52*10°
% _ (7+%)*102+%*101+%*100

% — 7*102+%*102+%*101+%*100
% - 7*102+%*10*101+%*101+%*100
% - 7*102+%*101+%*101+%*100
% - 7*102+301;6*101+%*100

% - 7*102+%*101+%*10°

36

75 €8 3 con un residuo de 0. Es decir,

De la tabla[5.4] podemos ver que el cociente de la divisién

765 9 1 5
Bk 1 1 =
D 7+10° + 3% 10" + 19
8765 5
7 = 730+E

El resultado es un cociente de 730 y un residuo de 5. Podemos comprobar facilmente que 8765 = 730 * 12 4 5.

En forma simplificada, podemos calcular los resultados como sigue:
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7 3 0
28 7 6 5
8 4

36
3 6

0 5

0

5

5.5.6. Division con nameros decimales

En forma similar a como se hizo en la multiplicacién con nimeros decimales, una forma sencilla para dividir
nimeros que incluyen decimales es convertirlos a nimeros enteros, multiplicando por potencias positivas de 10.
Al final, la fraccidn se multiplica por las potencias negativas de 10. Por ejemplo:

132 1.32x10%% 1072
0.002 ~  0.002 103 %103
132 1.32%10% 1072
0.002 ~  0.002103 10-3
1.32 - 132 x1072-(=3)
0.002 2

132 132 ooy
0.002 2

1.32 66 % 10

[ f— k

0.002

132

0.002

Observe que el numerador se multiplicé por 102 x 10~2 = 1 y el denominador se multiplicé por 103 x 1073 = 1.
Es decir, la fraccién no se alteré porque se multiplicé por la unidad. Sin embargo, de esta manera sacamos como
provecho que la divisidn se realiza utilizando nimeros enteros.

5.6. Ejercicios propuestos.

Se recomienda que los siguientes ejercicios se realicen sin calculadora. Se puede utilizar la calculadora para
comprobar que el resultado obtenido haya sido el correcto.

Efectda las siguientes operaciones para calcular el valor de a.

. a=128+12
2. a=123+25
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73

3. a =128+ 27

4. a =987+ 2707
5.a=12,345+ 1,234
6. a = 12,345 + 998
7. a = 1987 + 2707 + 3589
8. a = 1987 — 1239
9. a =9001 — 93

10. a = 1234 — 9458

11. a = 2,521 — 311

12. a = 100,001 — 57
13. a =123 % 123

14. a = 9,898 * 589

15. a = 2590 % 1001

16. a = 2599 % 378

17. a = (—101) % 192
18. a = 9,892 % 100

19. a =9,892 %0

20. a = 11000 * 359.5

Efectuda las siguientes operaciones para calcular el valor de a como un entero (el cociente) mds la fraccion corres-

pondiente al residuo.

21, a =2
2. a =12
23. == 1%
24. a:%
25. a =500
26. a = 202
27. a:%%go
28. a:%
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29. FEl factorial de un niimero n, denotado como n!, se define como el producto de todos niimeros enteros
comprendidos entre 1 y n. Es decirn! = 1% 2% 3 % --- % (n — 1)(n). Calcule los factoriales de 5, 8 y 10.

30. La suma S,, de todos los nimeros enteros comprendidos entre 1 y n se puede calcular directamente como:
Sp,=14+243+---4(n—1)+ (n), o bien de una forma mas rapida como S,, = % Verifique el
resultado obtenido utilizando ambas formas de calculo para Sg y S1g.

31. En un almacén se tienen 7 cajas con jabones. Si cada caja tiene 120 jabones, ;Cudntos jabones tiene el
almacén?

32. En un Laboratorio se tiene disponible 1.3 litros de cierta vacuna. Si se deben aplicar dosis de 0.002 litros
por persona, ;Cudntas dosis podran obtenerse con la vacuna disponible?

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 74 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Capitulo 6

Evaluacion 1

Resuelva los ejercicios propuestos, anotando clara y ordenadamente la secuencia de pasos que le lleva a la solu-
cién, sin utilizar calculadora. Indique claramente los resultados obtenidos.

1. Una compaiiia obtiene de ganancias noventa y cinco mil cinco pesos el primer mes, pierde ciento noventa
mil trece pesos el segundo mes y nuevamente tiene una ganancia de setecientos cincuenta mil noventa pesos
el tercer mes. ;Cudnto obtuvo de ganancias en los tres primeros meses?

2. A un centro de adiestramiento llegan 89 camiones de soldados. Considere que cada camién lleva 38 solda-
dos. Si el total de soldados, se reparten equitativamente a 13 poblados, ;Cudntos soldados se envian a cada
poblado? ;Cudntos soldados permanecen en el centro?

3. En un laboratorio se tienen dos frascos de cierta vacuna, el primero de 2.385 litros y el segundo de 9.880
litros. Si se reparte esa cantidad en dosis de 0.005 litros, ;Cudntas dosis de esa vacuna se tendran disponi-
bles?

4. Calcule el valor de a en los siguientes ejercicios y exprese el resultado como una fraccién simple. Recuerde
que en una fraccién simple el numerador y denominador no tienen factores en comiin, es decir, tiene los
nimeros enteros mas pequefios en el numerador y denominador.

a) a =23 %24

_ 3 7 3 2
bya=i+g5*2"— 5
)a=42+8x10""+2-08

2
d) a = 11+2*3*2

S

S—2404
1,1, 1
e)a=35+35+7
fla=28—-2°
g) a=(22x2%)?
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Capitulo 7

Conceptos geométricos basicos

En este capitulo revisaremos los conceptos geométricos basicos tales como: puntos, lineas, segmentos de linea,
cuadrados, tridngulos, poligonos regulares y circulos. También se introducen los conceptos de perimetro, drea y
volumen.

7.1. El plano cartesiano

En la seccién de la péagina [51] se presenté anteriormente la recta numérica, donde un niimero estaba re-
presentado por un punto en dicha recta. Ahora utilicemos dos rectas numéricas: una horizontal, llamada eje z;
y otra vertical, llamada eje y, como se muestra en la figura A esta representacion se le conoce como plano
cartesiano.

y

61

s |

Al

51

P,

D e .

EO

| ]
4 1 2 3 4 5 6 7 8 X

_t

Figura 7.1: Plano cartesiano.
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7.2. Puntos en el plano

En la figura se ha representado, como un pequefio circulo negro, un punto en el plano con coordenadas:
x = 3y y = 2. En la figura este punto tiene la etiqueta P; y lo podemos representar por una pareja de nimeros,
donde el primer niimero corresponde al valor en el eje = y el segundo nimero corresponde al valor en el eje y. Es
decir:

Py = (z,y) (7.1)

En nuestro caso, P; = (3,2). De esta forma podemos representar cualquier punto en el plano cartesiano, lo cual
es muy util. Por ejemplo el punto con coordenadas (0, 0) corresponde al punto donde se cruzan el eje x y el eje y.

7.3. Segmentos de recta y lineas rectas

(a) Segmento de recta (b) Recta

Figura 7.2: Un segmento de recta y una recta definida por dos puntos.

Sean P; y P> dos puntos en el plano. Decimos que el segmento de recta, representado como P; P, estd compuesto
de todos los puntos que definen la trayectoria més corta para ir de un punto al otro. La figura muestra el
segmento de recta que tiene como puntos extremos a P} = (3,2) y P» = (6,5).

7.3.1. Lineas rectas
Si el segmento de recta se extiende mds alla de los puntos extremos del segmento de recta, como se muestra en la

figura[7.2(b)|tenemos una recta o también llamada linea recta. En la figura esta linea recta tiene la etiqueta L. En
adelante, a menos que se especifique lo contrario, una linea serd sinénimo de una linea recta.

7.4. Angulo entre dos segmentos de recta

Sean A, By C tres puntos en el plano y los segmentos de rectas AB y AC, como se muestran en la figura[7.3
Decimos que el segmento AB debe girar el angulo a, manteniendo el punto A fijo, para que algunos (o todos) los
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puntos de AB estén contenidos en el segmento de recta AC'.

Figura 7.3: Angulo entre dos segmentos de recta.

Si el giro se realiza en el sentido contrario a las manecillas del reloj (como se ilustra con la punta de flecha que
representa el giro en la figura[Z.3) se dice que se efectud un giro con un angulo positive. Por el contrario, si el
giro se realiza en el sentido de las manecillas del reloj, se dice que se realizé un giro con un angulo negativo.
Por ejemplo, si el segmento AC' de la figura[7.3] gira hacia abajo (en el sentido de las manecillas del reloj), para
coincidir con el segmento AB, habri efectuado un giro con un dngulo negativo.

Sin embargo, si no estamos interesados en precisar cual segmento gird para coincidir con el otro, podemos decir
simplemente que los segmentos de recta AB 'y AC|, con el punto A comiin, tienen un dngulo a (positivo).

Los angulos se miden en grados sexagesimales o simplemente grados. Un giro de una vuelta completa, de manera
que el segmento quede en la misma ubicacion, equivale a un giro de 360 grados, también representado como 360 g
0 360°. En la figura [7.4] se presentan varios ejemplos de dngulos: de 45, 90, 180, 270, -45 y -90 grados. Observe
que un angulo positivo también se corresponde con un dngulo negativo, dependiendo de que direccién gire el
segmento de recta. Por ejemplo, un dngulo de 270 grados tiene el mismo efecto que un angulo negativo de 90
grados.

Si el angulo es menor que 90 grados, se le conoce como un angulo agudo. Si el dngulo es de 90 grados, se le
conoce como un angulo recto. Si mide mas de 90 y menos de 180 grados, se le conoce como un angulo obtuso.
Si mide 180 grados, se le conoce como un angulo llano.

7.5. Dos rectas en el plano
Cuando dibujamos dos rectas en el plano, se pueden tener tres casos, como se ilustran en la figura[Z.31

7.5.1. Rectas secantes

En la figura se presenta el caso de que las rectas, llamadas en este caso rectas secantes, sucede cuando las
rectas se cruzan s6lo en un punto.
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y
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(a) Rectas secantes (b) Rectas paralelas (c) Rectas coincidentes

Figura 7.5: Posibles casos de rectas en el plano.

El angulo ¢ que forma la recta L1 con eje x se conoce como angulo de inclinacion de la recta. Como veremos
mads tarde, podemos obtener la ecuacién de los puntos que forman una recta a partir de dos puntos (seccién[8.8.2]
o bien a partir del dngulo de inclinacién y un punto de la recta (seccién [9.2.1).

Para que dos rectas sean secantes, es suficiente que los dngulos de inclinacién de las rectas sean diferentes. En la
figura[7.5(a)] los dngulos ¢y d son diferentes.

Observe que en este caso también se cumple que los dngulos, que se forman alrededor del punto de interseccion
de las rectas, a y a’ son iguales, y b con b’ también son iguales. Un caso especial de rectas secantes ocurre cuando
los angulos a y b son angulos rectos. A este tipo de rectas se les conoce como rectas perpendiculares.

7.5.2. Rectas paralelas

En la figura[7.5(b)| se presenta el caso de que las rectas no tiene puntos de interseccion, no se cruzan. Para que se
de este caso basta que los dngulos de inclinacién de las rectas sean iguales (es decir, los dngulos a y a’ de la figura
son iguales). El concepto de rectas paralelas también se puede extender a segmentos de recta que sean paralelos,
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cuando los segmentos forman parte de lineas paralelas.

7.5.3. Rectas coincidentes

En la figura|/.5(c)| se presenta el caso de que las rectas, ademds de ser paralelas, también coinciden en todos sus
puntos, es decir se trata de la misma recta. Este tipo de rectas se conocen como rectas coincidentes.

7.6. El cuadrado

Pasemos ahora a una figura plana que tiene 4 lados iguales y cuatro angulos interiores rectos (de 90 grados), como
se muestra en la figura [7.6] Es decir, los 4 segmentos de recta (llamados lados del cuadrado) que conectan los
puntos esquina (también llamados vértices del cuadrado) son iguales, y los 4 dngulos de los lados que comparten
un vértice son dngulos rectos. Se puede ver en la figura que el lado a tiene un valor de 4 (a = 6 — 2).

y

Figura 7.6: El cuadrado.

El perimetro de una figura se define como la suma de las longitudes de los lados. En otras palabras, el perimetro
define la longitud total requerida para rodear la figura. En el caso del cuadrado de lado a, el perimetro P es:

P =4a (7.2)

En el caso del cuadrado de la figura [Z.6 el perimetro es P = 4 x 4 = 16. Si las unidades del eje x y del eje y
fueran metros (abreviado como m), el perimetro del cuadrado seria:

P = 4% (4m)
P = (4%4)m
P = 16m

El cuadrado es una figura que tiene superficie o drea, la cual se muestra en en forma sombreada en la figura[/.0
Si el lado @ = 4m, se puede observar que se tienen 4 x 4 = 16 pequefios cuadrados de un metro por lado. Si
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representamos el drea de un cuadrado de un metro de lado, como 1m?, tenemos que el area del cuadrado A se
puede calcular como sigue:
A= a? (7.3)

En el caso del cuadrado de la figura[7.6] el drea del cuadrado de lado a = 4, es A = 4 x 4 = 16. Si las unidades
de los ejes son metros, entonces tenemos:

= axa

(4m) * (4m)

(4% 4)(m*m)

= 16m?

A
A
A
A
6

Que también puede expresarse como A = 16 * (1m?), es decir una superficie de 16 cuadrados de un metro de

lado.

El perimetro Py area A de un cuadrado de lado a esta dado por:

P = 4a (7.4)
A = a? (7.5)

7.7. El rectangulo

Continuemos con una figura de 4 lados y la condicién de 4 dngulos interiores rectos, pero las longitudes de los
lados puede variar, como se muestra en la figura[Z.7] Ahora los lados paralelos son de la misma longitud, los lados
horizontales son de longitud a y los lados verticales son de longitud b. Esta figura con cuatro lados y cuatro angulos
interiores rectos se conoce como rectangulo. Notemos que el cuadrado es un caso particular de un rectangulo.

En el caso del rectangulo de lados a y b, el perimetro P esta dado por:

P=2a+2b (7.6)

En el caso del rectdngulo de la figura[Z.7] el perimetro es P = 2 x4 4+ 2 x 3 = 14. El drea del rectdngulo se puede
calcular como:
A=axb .7

En el caso del rectangulo de la figura[Z.7] el dreaes A =4 %3 = 12.

El perimetro Py drea A de un un rectangulo de lados a y b esta dado por:

P = 2a+2b (7.8)
A = ab (7.9)
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Figura 7.7: El rectangulo.

7.8. El triangulo rectangulo

Si partimos de un rectdngulo y trazamos un segmento de recta en forma diagonal, de la esquina inferior izquierda
a la esquina superior derecha, como se muestra en la figura [Z.8] se forman dos tridngulos rectdngulos. Asi, un
triangulo rectdangulo esta formado por 3 vértices, tres lados, y un dngulo interior recto. En la figura [Z.8 se movi6
el tridngulo inferior del rectdngulo un poco a la derecha.

y

Figura 7.8: Formaci6n de un tridngulo rectangulo.

A los lados a y b, que forman el dngulo recto, se les conoce como catetos del triangulo y al otro lado H se le
conoce como hipotenusa. Si conocemos los catetos es posible calcular la longitud de la hipotenusa mediante el
famosos Teorema de Pitagoras, como se vera enseguida.
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Si conocemos las longitudes de los lados del tridngulo, su perimetro esta dado por:

P=a+b+H (7.10)

Si observamos la figura podemos notar que el area del tridngulo rectdngulo de catetos a y b es la mitad del
area del rectangulo de lados a y b. Asi, el drea del tridngulo se puede calcular ficilmente como:

A:%a*b (7.11)

7.8.1. Teorema de Pitagoras

La relacion entre los catetos (a y b) y la hipotenusa (H) de un tridngulo rectangulo estd definida por el famoso
Teorema de Pitagoras que nos dice:

H?> = &2+ (7.12)

H = Va?+b? (7.13)

La figura ilustra este teorema. Se presentan dos cuadrados de lado a + b. El area total, A, del cuadrado del
lado izquierdo se compone de las siguientes areas:

Ay =a + 0> +4T

donde a? corresponde al cuadrado sombreado superior, b? al cuadrado sombreado inferior y 7" corresponde al drea
del tridngulo rectdngulo con catetos a y b. Los 4 tridngulos rectdngulos estan etiquetados como 71, T2, T3y T'4.

a b b a

a T3 H a a T3 ™

T4 H

T2

Tl T1

T4

a b a b

Figura 7.9: Demostracidon geométrica del Teorema de Pitdgoras.
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Ahora observemos el cuadrado del lado derecho de la figura también de lado a + b. Los cuatro tridngulos
cambiaron de lugar, de manera que se forma un cuadrado en el centro, de lado H. En este caso el area total esta
dada por:

A, = H?> +4T

Igualando esta ecuacion con la anterior, tenemos:
H? +4T = a®+V* +4T
H? + AT —AT = a®> +b* +4T —4T
H?> = a*>+1?
iQue es precisamente el Teorema de Pitdgoras! En el desarrollo de la dltima igualdad se utilizé una propiedad

que veremos mds adelante (en la seccién B.2): si se suma o resta la misma cantidad a los miembros izquierdo y
derecho de la igualdad, la igualdad se conserva.

Teorema de Pitagoras. En un tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de los catetos. Si H es la hipotenusa y a, b son los catetos, se cumple lo siguiente:

H? =a® + 1

El siguiente ejemplo numérico también permite apreciar claramente el Teorema de Pitagoras (ilustrado en la figura
[Z10Q)). Sea un tridngulo rectdngulo con catetos de 3 y 4 unidades. La hipotenusa se puede calcular como sigue:

H = Va+p?
H = /32+42
H = V9+16
H = V25
H = 5

Es decir, los 9 cuadrados de a? mas los 16 cuadrados del b? corresponden exdctamente a los 25 cuadrados de H?.

El perimetro P y area A de un triangulo rectangulo con catetos a y b esta dado por:

P = a+b+H (7.14)
H = Va2+p? (7.15)
4 = %b (7.16)

Con el teorema de Pitdgoras podemos resolver muchos problemas, como el que sigue a continuacion.
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Figura 7.10: Tridngulo rectangulo de lados 3, 4, 5, para ilustrar el Teorema de Pitdgoras.

7.8.2. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos, se puede calcular facilmente aplicando el Teorema de Pitdgoras. La figura [Z.11]
muestra el punto P;, con coordenadas (1, y1) en el plano cartesiano y el puntos P, con coordenadas (z2,y2). Se
puede observar que se forma un triangulo rectangulo con los catetos: (y2 — y1) y (x2 — x1), siendo la hipotenusa
la distancia buscada. Por el Teorema de Pitdgoras, la distancia d entre ambos puntos estd dada por:

d=/(z2 —21)2+ (y2 — )2 (7.17)

Si los puntos P; y P, son los puntos que definen un segmento de recta, la distancia d entre ellos corresponde a la
longitud de dicho segmento.

La distancia d entre dos puntos P, = (z1,y1) y P> = (x2,y2) se calcula como:

d = (z2—21)2+ (y2 — 11)2 (7.18)

7.9. Tipos de triangulos

Es conveniente recordar que un triangulo se forma uniendo con segmentos de rectas tres puntos no colineales
(que no estén sobre la misma linea). La figura [/.12]ilustra tres tipos de tridngulos, dependiendo de la longitud de
sus lados.
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Figura 7.11: Distancia entre dos puntos P1y p2.

Figura 7.12: Tipos de tridngulos: equilatero, isdsceles y escaleno.

En el lado izquierdo se muestra un triangulo equilatero, aquel que tiene todos sus lados de la misma longitud y
por lo tanto también sus dngulos interiores son iguales. En el centro se muestra un triangulo isosceles, aquel que
tiene dos lados de la misma longitud y por lo tanto también dos dngulos interiores son iguales. En el lado derecho
se muestra un triangulo escaleno, aquel que tiene todos sus lados de diferentes longitudes y también sus dngulos
interiores son diferentes. Veamos enseguida como se relacionan los dngulos interiores de cualquier tridngulo.

7.9.1. Suma de angulos interiores de un triangulo

En la figura[Z.13] se muestra el tridngulo formado por los puntos A, B 'y C, como el drea sombreada. Los dngulos
interiores del tridngulo estdn marcados con las letras a, by c.

En la figura[Z.13]1a linea que pasa por los puntos A B’ es paralela al segmento de recta que une los puntos Ay B.
De esta forma se puede observar que el dngulo a interior del tridngulo es el mismo que el dngulo a situado junto
al angulo b. De igual forma, el dangulo c superior, es el mismo que el angulo c¢ situado junto al angulo b. Podemos
comprobar que a + b 4 ¢ = 180°.
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X

Figura 7.13: Un tridngulo mostrando la suma de sus dngulos interiores.

En cualquier triangulo la suma de los tres angulos interiores es 180°.

7.9.2. Area de un tridngulo

En la seccién [Z.8] vimos como calcular el drea de un tridngulo rectdngulo, como la mitad del producto de los
catetos. En esta seccién vamos a calcular el drea de cualquier tridngulo.

En la figura[7.14] se muestra un tridngulo con el lado b de mayor longitud paralelo al eje x. Se puede observar que
si el lado b se descompone en dos segmentos: by y ba (b = by + b2), se forman dos triangulos rectangulos, 17 y 75,
con un cateto comun h. Este cateto comtn se llamar4 altura del triangulo. Si sumamos el drea de los tridngulos
T1 y T tenemos que el drea A del tridngulo original se puede calcular como sigue:

A = %(bl*h—i—bg*h)

1
A = S (bitb)xh

_ %b*h (7.19)

El area A de un triangulo de base b y altura h es la mitad del producto de la base por la altura:

A=_—"0bh
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l< b b, |
|
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X

Figura 7.14: Un tridngulo visto como dos tridngulos rectangulos.

7.10. El paralelogramo

Volvamos ahora a una figura similar al rectdngulo. Sus lados opuestos son paralelos y de igual longitud, pero ahora
quitamos la restriccién de los cuatro dngulos interiores de 90 grados. Esta figura se conoce como paralelogramo
de lados a, by altura h como se ilustra en la figura[Z.13

y }éblé{

Ty

T

‘}ébl 1 b,
l

X

Figura 7.15: Un paralelogramo visto como un rectdngulo y dos tridngulos.

El perimetro sigue siendo el mismo que el del rectangulo: P = 2a + 2b. Para calcular el drea del paralelogramo
el lado b se descompone en dos segmentos: by y ba (b = b1 + b2), de manera que se forma un rectangulo R y dos
tridngulos rectangulos: 77 y 75. Si sumamos el drea de los tridngulos 73 y 15 con el 4rea del rectdngulo, tenemos
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que el area A del paralelogramo se puede calcular como sigue:

1 1

1 1

= bixh+byxh
= (by+bo)*h
bxh (7.20)

SN NN
|

El drea A de un paralelogramo de base b y altura h es el producto de la base por la altura:

A=bh

7.11. Poligonos regulares

Pasemos ahora a los poligonos regulares. Un poligono regular de n lados tiene todos sus lados iguales y también
todos sus dngulos internos son iguales. Si n = 3 tenemos el tridngulo equildtero y si n = 4 tenemos el cuadrado.
Para poligonos de mas lados se le afiade el adjetivo regular al poligono. Por ejemplo: pentagono regular (n = 5),
hexagono regular (n = 6), heptagono regular (n = 7), octagono regular (n = 8), etc. Por ejemplo, en la figura
se muestra un octagono que tiene 8 lados de longitud b.

Figura 7.16: Un octidgono.

En la figura podemos ver claramente que el octdgono regular se compone de 8 tridngulos. A la altura de estos
tridngulo se le va a llamar apotema. La apotema es el segmento de recta que une el centro del poligono con el
punto situado a la mitad de un lado. Observe que el lado y la apotema son perpendicuales.
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El perimetro P del poligono regular de n lados de longitud b se puede calcular facilmente como:

P =nb (7.21)

Para calcular el area A del poligono regular simplemente se suman todas las areas de los n tridngulos de base by
altura a (la apotema):

— “Pxa (7.22)

El drea A de un poligono regular de n lados de longitud b y apotema a es la mitad del producto de su
perimetro P por la apotema:

P = nb (7.23)
A = %Pa (7.24)

A medida que el nimero de lados de un poligono crece, nos acercamos al circulo, tema de la siguiente seccidn.

7.12. El circulo

El circulo es una figura geométrica en el plano limitada por una circunferencia. Una circunferencia es una curva
cerrada cuyos puntos mantienen una misma distancia de un punto llamado centro de la circunferencia. La figura
muestra un circulo como la figura con area sombreada y la circunferencia que lo limita. También se muestra
el radio r que mide la distancia del centro a cualquier punto de su circunferencia y el diametro D, el segmento
de recta que une dos puntos de la circunferencia, pasando por el centro. De la figura se observa que el didmetro es
dos veces la longitud del radio:

D=2r (7.25)

El perimetro del circulo corresponde a la longitud de la circunferencia que lo limita. La figura [Z17] ilustra que
esta longitud corresponde a un poco mds de tres veces el didmetro. El nimero exacto se llama nimero 7 (se leé
ndmero “pi”) y corresponde a un nimero irracional:

m = 3.14159265358979323846 . . . (7.26)

De manera que el perimetro P del circulo se puede calcular como sigue:

P=rD (7.27)
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Figura 7.17: El circulo.

Es decir, si tenemos una rueda de 1 metro de didmetro y medimos la circunferencia, nos daria una longitud
aproximada de 3.14 metros.

Ahora bien, para calcular el drea del circulo nos podemos imaginar que el circulo es un poligono que tiene n lados,
cuando n tiene a infinito (cuando n crece sin limite). En forma visual un poligono de 1000 o 10° lados no seria
muy diferente de un circulo, de manera que la apotema a corresponde al radio r. El drea de este poligono seria

(ecuacién[7.22):

S N N
I

r? (7.28)

Nuevamente resulta que el area del circulo de radio r es un poco mas de tres veces el area de un cuadrado de lado
7 (el cuadrado tiene una drea r2).

El Perimetro Py el area A de un circulo de radio r se pueden calcular como:

P = 2nr

A = w0’

7.13. Desplazamientos angulares en radianes y longitud de arco

Imaginemos la situacién de un reloj con dos manecillas, como se muestra la figura[Z.18] La manecilla horizontal,
apuntando a la derecha, serd la manecilla de referencia (en el plano cartesiano seria el eje  positivo partiendo
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del origen). Si ambas manecillas coinciden, decimos que el desplazamiento angular es de cero. Recordemos que
si empieza a girar una manecilla en el sentido contrario a las manecillas del reloj, decimos que la manecilla ha
efectuado un cierto desplazamiento angular o angulo 6 positivo (como el que se muestra en la figura[Z.18)). Por el
contrario, si gira en el sentido de las manecillas del reloj, diremos que el 4ngulo es negativo.

we(ﬂ

eje x de referencia

Figura 7.18: Concepto de desplazamiento angular.

Al observar con atencién la figura [Z.I8] es interesante plantearnos la siguiente pregunta: ;Cual es el desplaza-
miento [ que ha recorrido la punta de la flecha al recorrer el angulo 6?7 Veamos. Si diéramos la vuelta completa,

como se muestra en la figura tenemos que [ es el valor de la longitud de la circunferencia, considerando un
radio 7.

Figura 7.19: Angulo de una vuelta completa.

Como vimos en la seccion anterior, la longitud de una circunferencia es 7 veces el didmetro de la circunferencia.
Como el diametro es dos veces el radio de la circunferencia, tenemos la ecuacién siguiente:

l=2mr (7.29)

Enseguida vamos a introducir una nueva unidad de medida de los dngulos, llamada radian. Decimos que una
vuelta completa (360 grados) equivale a 27 radianes, de manera que la expresién 27 en la ecuacidn anterior
representa un desplazamiento angular § = 27 radianes.

Podemos generalizar la ecuacién anterior para un angulo 6, expresado en radianes, de manera que la longitud del
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arco [, que subtiende el desplazamiento angular 6, considerando un radio r, esta dada por:

1= 6r (7.30)

Recuerde que el angulo 6 estd expresado ahora en radianes. Si § = 1, tenemos que [ = r, de manera que 1 radian
equivale al desplazamiento angular cuyo arco [ es de la misma longitud que el radio 7. Si § = 27, tenemos que [
es la circunferencia completa (I = 27r).

La longitud [/ del arco asociado a un desplazamiento angular 6 (expresado en radianes) de radio r
estd dado por:
l=06r (7.31)

De manera que [ = r, cuando 6 = 1 radian.

7.13.1. Grados y radianes

En la seccién anterior vimos que los desplazamientos angulares se pueden medir en radianes (abreviada como
rad). Sin embargo, también es frecuente utilizar grados sexagesimales o simplemente grados. Decimos que una
vuelta completa equivale a 360 grados, lo cual se escribe comiinmente como 360° 6 360 g. Asi tenemos las
equivalencias:

2mrad = 360¢g (7.32)
mrad = 180¢g (7.33)

En estas equivalencias se ha utilizado rad para representar la unidad de medicién angular en radianes, mientras
que g se utiliza para representar la unidad de medicién en grados. Es decir, no se indica el producto de las variables
r,a,dodeg.

Si m es aproximado por el valor 3.1416 (denotado como 7 ~ 3.1416), decimos que 3.1416 radianes equivalen a
180 grados. De la dltima equivalencia podemos calcular el valor equivalente de un radian en grados:

m(lrad) = 180¢g

1 1
—m(lrad) = —180¢g
v v
1
rad = 190, (7.34)
v

Si utilizamos la aproximacion 7 ~ 3.1416, obtenemos que un radian equivale aproximadamente a 57.2956 grados.

De una manera similar, a partir de la ecuacién [/.33] podemos calcular la equivalencia de un grado en radianes:

180(1g) = mrad

1 1
— 180(1g) = — 7rad
150 S0l e) 180 " 1@
T
lg = = rad 735
& 180 (7.35)
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Como ejercicio, vamos a calcular el equivalente de 90 grados en radianes, utilizando la equivalencia anterior:
9¢g = 90(1lg)
90g = 90 (i rad)

180
90
= d
9 g 120 ra
T
90 = —rad
g 5 ra

El origen del grado sexagesimal es muy antiguo. Hace muchos afios, antes de Cristo, en Babilonia se
dividi6 la circunferencia en 360 partes iguales. A cada una de esas partes le asignaron el nombre de
grado.

El uso del radian inicié en 1873 y actualmente es la unidad de medicion angular en el Sistema Interna-
cional de Unidades.

7.14. Figuras en tres dimensiones
Hasta este momento hemos visto figuras planas, pasemos ahora a una figura geométrica que tiene volumen.

7.14.1. El cubo

El cubo o hexaedro regular es un objeto tridimensional limitado por 6 caras cuadradas del mismo tamafio, como
se ilustra en la figura [/.20l Observe que se ha anadido el eje z formando un dngulo recto con el eje x y también
formando un dngulo recto con el eje y.

= a ——=

Figura 7.20: El cubo.

Se puede ver en la figura que el lado a tiene un valor de 3. La superficie o area del cubo esta dada por el drea de
sus caras cuadradas. Ya sabemos que el darea de una cara A, de lado a la podemos calcular como:

Ao = a? (7.36)
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De modo que el drea A del cubo esta dado por la suma de dreas de sus 6 caras:

A=6a2 (7.37)

Si las unidades de los ejes z, y y z fueran metros, la superficie de cada cara, A, es:

A, = d°
A, = (3m)?
A, = 9m?

De la figura[Z.20 podemos observar que el volumen del cubo serd de 27 ( 27 = 9 x 3) cubos de un metro por lado.
Es decir, el volumen V' del cubo de lado a se puede calcular como sigue:

V = A.xa
V = d’xa
V = (7.38)

En el caso del cubo de lado a = 3 m, de la figura[7.20] el volumen ser4 de:

vV = d

V = (3m)?

V = (3m)x(3m)x*(3m)
V. = (3%3%3)*(m+m=*m)
1% 27 m®

Que también puede expresarse como A = 27 * (1 m?), es decir el volumen de 27 cubos de un metro de lado.

El drea A y el volumen V' de un cubo de lado a estan dados por:

A = 6a° (7.39)
vV = (7.40)

Veamos ahora que pasa cuando permitimos que las caras cuadradas puedan ser caras rectangulares.

7.14.2. El ortoedro

El ortoedro, también llamado prisma rectangular ortogonal, estd formado por caras opuestas rectangulares
del mismo tamafio, como se muestra en la figura Este prisma tiene caras rectangulares. Los pares de caras
opuestas son del mismo tamafio: las caras superior e inferior, la cara frontal y trasera, y las caras laterales. De esta
manera, el area A de un ortoedro de lados a, b y ¢, esta dada por :

A = 2ab + 2ac + 2bc

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 96 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 97

Sea Ay = a * ¢, el area de la cara inferior o base. De la figura se puede inferir que el volumen del ortoedro esta
dado por:

V = Ab *xb
V = (axc)xb
V. = abc (7.41)

Es decir, el volumen se calcula simplemente como el producto del drea de la base por su altura.

Sea a = 4 el largo del ortoedro, b = 2 el alto y ¢ = 3 el ancho, como se muestra en la figura[Z.21l Como ejemplo,
calculemos su area y volumen:

A = 2ab+ 2ac+ 2be
A = 2(4)(2)+2(4)(3)+2(2)(3)

A = 52

V = abc
Vo= 4)2)3)
V = 24

El area A y el volumen V de un ortoedro de lados «a, b y ¢ estan dados por:

A = 2ab+ 2ac+ 2bc (7.42)
V = abc (7.43)

Figura 7.21: El ortoedro, un prisma rectangular ortogonal.

7.14.3. El cilindro

Ahora bien, si la cara de la base se permite que sea circular, tenemos el cilindro, como se ilustra en la figura[/.22}
El cilindro tiene como base un circulo de radio r y una altura h.
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o
O

Figura 7.22: El cilindro.

En la parte derecha de la figura se puede observar que el drea del cilindro serd 2 veces el drea de la base,
Ap, més el drea lateral dada por la circunferencia de las base superior e inferior y la altura h. Imaginemos que el
cilindro es una lata, quitamos las tapas superior e inferior y la cortamos de arriba hacia abajo. El area rectangular,
A, serd del largo de la circunferencia y de alto h. Es decir, el area del cilindro sera:

A = 24, + A,
A = 2(xr?) 4 (x(2r)) x h
A = 2w+ 27rh (7.44)

El volumen se puede calcular como en el caso del ortoedro, simplemente como el producto del 4rea de la base del
cilindro por su altura. Es decir:

V = Ab*h
V = 7r’h (7.45)

El area A y el volumen V de un cilindro de radio r y altura h estan dados por:

A = 21’4 27rh (7.46)
V = mrih (7.47)

7.15. Los nimeros representan muchas cosas

Ademds de poder representar la cantidad de personas, bacterias, camiones, etc. También se pueden utilizar los
nimeros para medir longitudes, dreas, volimenes, masa, tiempo, temperatura, etc.
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7.15.1. Los nimeros representan longitudes, areas y volimenes
El metro, miiltiplos y submiiltiplos
En el Sistema Internacional de Unidades la unidad de longitud es el metro (abreviado como m), definido como

la longitud del trayecto recorrido por la luz en el vacio en un intervalo de tiempo de 1/299, 792, 458 segundos.
Un mdltiplo muy utilizado es el kilémetro (abreviado como km), el cual equivale a 1000 metros:

1 km = 1000 m (7.48)
Submiiltiplos del metro muy utilizados son: el decimetro (abreviado como dm), equivalente a una décima parte

de un metro; el centimetro (abreviado como cm), equivalente a una centésima parte de un metro; y el milimetro
(abreviado como mm), equivalente a una milésima parte de un metro. Es decir:

1
1dm = 10 (1 m) (7.49)
1
lem = 100 (1 m) (7.50)
1
1 = — (1 7.51
mm 1000( m) (7.51)

Midiendo areas

Dependiendo de la unidad de longitud utilizada, tenemos que las dreas se pueden medir en m?, km?, dm?, cm?,

mm?, etc.

Midiendo volimenes

Dependiendo de la unidad de longitud utilizada, tenemos que las volimenes se pueden medir en m?, km?, dm?,
cm?, mm?, etc.

Sin embargo, una medida de volumen muy utilizada es el litro. Un litro (abreviado como L) se define como el
volumen de un cubo de 10 cm de lado. Es decir un litro equivale a:

1L = (10 cm)* (10 cm) * (10 cm)
1L = 1000 cm® (7.52)

La milésima parte de un litro se llama mililitro (abreviado como mL) y es equivalente a un centimetro ctibico:

1mL = LL
1000
1
IlmL = —— (1 3
m 1000 (1000cm”)
ImL = lcm?® (7.53)

7.15.2. Los niimeros representan tiempo

En el Sistema Internacional de Unidades la unidad de tiempo es el segundo (abreviado como s). Miiltiplos del
segundo son: el minuto (abreviado como min), equivalente a 60 segundos; la hora (abreviada como h), equivalente

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 99 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 100

a 60 minutos; el dia (abreviado como d), equivalente a 24 horas; el mes, normalmente equivalente a 30 dias; y el
aflo es equivalente a 365 dias. Es decir:

lmin = 60s (7.54)
1h = 60 min (7.55)
1d = 24h (7.56)

Submuiltiplos comunes son: el milisegundo (abreviado como ms), el microsegundo (abreviado como us) y el
nanosegundo (abreviado como ns), definidos como sigue:

Ims = 1%x1073s (7.57)
lpus = 1%107C%s (7.58)
Ins = 1x107%s (7.59)

7.15.3. Los niimeros representan cantidad de masa

En el Sistema Internacional de Unidades la unidad de masa es el kilogramo (abreviado como kg). Un muiltiplo
del kilogramo es la tonelada, equivalente a 1000 kilogramos.

Submuiltiplos comunes del kilogramo son: el gramo (abreviado como g), el miligramo (abreviado como mg) y el
microgramo (abreviado como ug), definidos como sigue:

lg = 1%x107%kg (7.60)
Ilmg = 1%x103¢g (7.61)
lpug = 1%x107%g (7.62)

7.15.4. Conversiones de unidades

Veamos algunos ejemplos de conversion de unidades, que aprovechan la propiedad de sustitucion de la igualdad
que se presenta en la seccion[8.2]y una técnica conocida como factores de conversion.

Una persona camina 10,000 pasos un domingo por la mafiana. Si asumimos que cada paso tiene una longitud de
80 cm, ;Cuéntos kilémetros habra recorrido?

La distancia recorrida, D, es simplemente el producto de la cantidad de pasos por la longitud de cada paso:

D = 10,000 % 80 cm
D = 800,000 cm (7.63)

Ahora bien, para convertir los centimetros a kilémetros sabemos que:

Im = 100cm
l1km = 1000 m

. . . . . . 1 1 .
Si multiplicamos la primera equivalencia por 155 y la segunda por 1555, tenemos:

100
L m = lcm (7.64)
100 '
1
— km = 1 )
1000 m m (7.65)
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Aprovechando estas equivalencias, podemos sustituirlas en la ecuacién

D = 800,000 cm

D = 800,000 (1 cm)
1
D =
800,000 (= m)
5 _ 800,000
100
D = 8000m
D = 8,000%(1m)
D = km
8,000 (oo km)
8,000
D = 2
1000 ™
D = 8km

Técnica de los factores de conversion

Veamos nuevamente la ecuacién que relaciona radianes con grados:
mrad =180 g

A partir de ella podemos obtener dos factores de conversion que representan la unidad y que pueden ser utilizados
para convertir una valor angular de grados a radianes o de radianes a grados. Si multiplicamos los dos miembros
de la igualdad anterior por el inverso multiplicativo de 180 g, es decir por %{)g’ tenemos:

1 1
d [ — = 180 —
T <180g> £ (180g>

7 rad 1 _
1 180g)
7 rad

180 g

En el lado derecho de la igualdad se puede observar que se aplicé la propiedad de que un nimero multiplicado
por su inverso multiplicativo da como resultado la unidad.

1

Ahora bien, si multiplicamos en esta ocasion por el inverso multiplicado de 7 rad, es decir por ——, tenemos:
1 1
d = 180
T (77 rad) 8 (7‘(‘ rad)
1 - 180 g 1
N 1 7 rad
1 = 180 g
~ wrad
De esta manera, hemos obtenido dos factores de conversion:
m rad
1 = 7.66
180 g ( )
180
1 = g (7.67)
m rad
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Estos factores, que representan la unidad, se pueden aprovechar para convertir, por ejemplo, 1 (rad) a grados:

lrad = 1rad
lrad = 1radx (180 g>
7 rad
180 rad(g)
lrad = ——=
ra m rad
180
lrad =
ra 3.1416 °
lrad = 57.2956 ¢
El hecho de haber tachado rad en el numerador y denominador tiene su justificacién debido a que 1 igg =1

Si queremos convertir 90° a radianes, utilizamos el otro factor de conversién y hacemos lo siguiente:

Vg = 9N¢g

Ng = 90g*<f8ga‘;>
90 d

Ve = 17;5;

Ng = Sio?grad

g = grad

Finalmente hagamos el ejercicio de convertir la distancia D = 800,000 cm a kilémetros, aprovechando esta
técnica de los factores de conversion, convirtiendo primero a metros y después a kilémetros:

D = 800,000 cm

D =
800,000 cm (100 cm>

1m
D = 800,000
000 entx (1009m)
D = 800,000 cars [ ™ )4 (LKm
- ’ 100 car 1000 m
1 o1 1 km
D = 800,000
, 000 et x <1009nr>*<1000m)
L _ 800,000
100 % 1000
D = 8km

7.16. Ejercicios propuestos

1. Decimos que una vuelta completa equivale a 360 grados sexagesimales, un grado (abreviado como °) esta
compuesto de 60 minutos sexagesimales (abreviado con un caracter ’) y un minuto tiene 60 segundos
sexagesimales (abreviado con el caracter ”). Convierta las siguientes cantidades angulares a las unidades
pedidas:
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10.

a) 12°34°34” aradianes.
b) 30°30°30” aradianes.
¢) 1 rad a unidades sexagesimales: grados, minutos y segundos.

d) 7 rad a unidades sexagesimales: grados, minutos y segundos.

. Un tridngulo estéd definido por los tres puntos siguientes: P; = (2,2), P, = (6,2) y P3 = (3,5). Dibuje

este tridngulo en el plano y determine su perimetro y drea.

. Un tridngulo tiene dos lados iguales de 5 cm y otro lado de 6 cm. Calcule su perimetro y su area.

Calcule el perimetro y drea de un tridngulo equildtero con lados de 7 cm.

. Un terreno en forma rectangular mide 90 metros de largo y 30 metros de ancho. Determine su perimetro y

su darea.

. Un cuadrilatero es un figura plana que tiene cuatro lados que conectan a cuatro vértices. Si los vértices estan

definidos por los puntos siguientes: Py = (2,2), P, = (6,2), P3 = (3,5) y P+ = (8, 5). Dibuje en el plano
este cuadrildtero y enseguida determine su perimetro y drea.

. Calcule el perimetro y el drea de un circulo de 10 cm de radio.

. Dibuje el pentagono regular limitado por una circunferencia de 5 cm de radio. Extienda el método utilizado

para ahora dibujar un hexdgono regular.

La bicicleta eléctrica de una persona tiene ruedas de 100 cm de didmetro. Si el motor eléctrico que impulsa
la rueda trasera gird a 60 revoluciones o vueltas por minuto, ;Cudl serd la velocidad de la bicicleta en km /h?
Recuerde que la velocidad se calcula como la distancia recorrida entre el tiempo empleado en el recorrido.

Una compaiia de productos lacteos va a sacar al mercado un nuevo producto de un litro de leche. En la
forma del recipiente considera utilizar un prisma rectangular ortogonal o un cilindro. En ambos casos, se
desea que la altura del recipiente sea de 20 cm. Si se emplea ldmina de aluminio para ambos recipientes,
(Cudl forma del recipiente utilizard menor cantidad de aluminio?
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Capitulo 8

L.as ecuaciones

Consideremos la siguiente situacién. Un granjero da un tercio de su herencia a su esposa y la mitad a su hijo. Si
el resto lo dona a la escuela del lugar, ;Qué parte de la herencia recibird la escuela?

Para resolver este problema, consideremos el uso de la variable e para expresar la parte de la herencia que fue
donada a la escuela. Con los datos del problema podemos formular la ecuacién siguiente:

. + L + 1

4 4e=

3 2
Una igualdad de este tipo que contiene una séla variable a la primera potencia y sumas y restas de constantes se
le conoce como ecuacion de primer grado con una variable. Para encontrar el valor de la variable hacemos
operaciones sobre la igualdad para tener al final la variable del lado izquierdo y su valor del lado derecho.

Podemos solucionar este problema de la forma siguiente:

% + % +e =1 ecuacion inicial

(% + %) +e =1 utilizando la propiedad asociativa de la adicién
% +e =1 realizando la suma de fracciones indicada

—% + % +e = 1- % sumando —% a ambos lados

(-2+2)+e = 1—2 usando la propiedad asociativa de la adicion
0+e = 1- % realizando la operacién de suma indicada

e = % — % realizando la operacién de suma indicada

e = % realizando la operacién de resta de fracciones

De manera que la respuesta es e = %. Podemos comprobar que el resultado es el correcto, sustituimos la e por su
valor en la ecuacidn original y verificamos que se mantiene la igualdad. Veamos

$+3+e = 1 ecuacion inicial
% + % + % = 1 sustituyendo el valor de e
(3+3)+% = 1 utilizando la propiedad asociativa de la adicién
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% + % = 1 realizando la suma de fracciones indicada
% = 1 realizando la suma de fracciones indicada
1 = 1 simplificando la fraccién del lado izquierdo

Para resolver este ejercicio hemos aprovechado las propiedades de la igualdad que veremos en la siguiente seccion.

8.1. Identidades y ecuaciones

Cuando una igualdad se satisface para todos los valores de las variables que contiene, se denomina identidad. Por
ejemplo 2z = = + z es una identidad. Por otro lado, cuando la igualdad es cierta s6lo para algunos valores de las
variables involucradas, se denomina ecuacion. Por ejemplo  — 1 = y es cierta cuando las variables x y y toman
sélo ciertos valores.

8.2. Propiedades de la igualdad

La igualdad tiene una importancia fundamental en las matematicas y enseguida se revisan sus propiedades. Recor-
demos que una igualdad tiene dos miembros o partes: el miembro izquierdo y el miembro derecho, dependiendo
de su ubicacion con respecto al signo =. Recordemos también que ambos miembros representan nimeros y si
la igualdad es cierta, el nimero representado por el miembro izquierdo es igual al nimero representado por el
miembro derecho de la igualdad. De esta forma la siguiente igualdad es cierta:

3=3

Figura 8.1: Visualizacién de la igualdad 3 = 3 mediante una balanza.

La figura[8.1] presenta una visualizacién de esta igualdad como una balanza que contiene un tablero izquierdo con
tres cilindros y otro tablero derecho también con tres cilindros. Evidentemente la barra superior de la balanza se
mantendré horizontal, indicando que la cantidad de cilindros del lado izquierdo y del lado derecho es la misma.

Si uno de los tableros tiene mds cilindros que el otro, la barra superior de la balanza se inclinard hacia el tablero
que tiene maés cilindros y se puede afirmar que la igualdad correspondiente no es cierta.

Esta visualizacién de una igualdad como una balanza que mantiene su barra superior horizontal, es itil para
apreciar las propiedades de la igualdad que se mencionan a continuacién, asumiendo que a, b y ¢ son expresiones
que expresan nimeros reales.
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= Reflexiva. a = a.

Todo nimero o expresién numérica es igual a si mismo. Por ejemplo: 2 = 2, 2z = 22, x + 3 = = + 3, etc.

= Simétrica. Si a = b, entonces b = a.

Podemos intercambiar los lados de la igualdad. Por ejemplo: si 2 = z, entonces z = 2.

= Transitiva. Sia = by b = ¢, entonces a = c.

Por ejemplo: si 2 = x y ¢ = 2, entonces podemos afirmar que 2 = z.

= de Sustitucion. Si a = b, entonces a se puede sustituir por el valor b en cualquier otra igualdad.

Por ejemplo: si = 2y tenemos la igualdad 2 x x + 3 = y, entonces sustituyendo el valor de z en la ultima
igualdad tenemos: 2 x 2 4+ 3 = y.

Ahora consideremos las propiedades de la igualdad considerando las operaciones que se pueden realizar al lado
izquierdo y derecho de la igualdad. En esencia, decimos que la igualdad se mantiene si la operacion que se le hace
al miembro izquierdo de la igualdad, también se realiza al miembro derecho de la igualdad.

= Suma. Sia = b, entoncesa +c= b+ c.

Esto significa que al sumar un niimero (positivo o negativo) a ambos miembros de la igualdad, la igualdad
se mantiene. Por ejemplo: Si x — 1 = 2, entonces x — 1 + 1 = 2 4 1. Usando la analogia de la balanza,
si se agrega el mismo nimero de cilindros al tablero izquierdo y al tablero derecho de la balanza, la barra
superior de la balanza se sigue manteniendo horizontal.

= Producto. Si a = b, entonces a * ¢ = b * c.

Esto significa que al multiplicar por un nimero positivo o negativo a ambos miembros de la igualdad, la
igualdad se mantiene. Recordando que dividir por un ndmero es multiplicar por el inverso multiplicativo
del nimero, tenemos que si se divide por un entero (diferente de 0) a ambos miembros de la igualdad, la
igualdad se mantiene. Por ejemplo: Si 2z+1 = 3, entonces (2z+1)*2 = 3%2y también (2z+1)x1 = 3x1.
Usando la analogia de la balanza, si se duplica el nimero de cilindros del tablero izquierdo y también se
duplica el ndmero de cilindros del tablero derecho de la balanza, la barra superior de la balanza se sigue
manteniendo horizontal.

= Potencia. Si ¢ = by n es un nimero racional, entonces a" = b".

Por ejemplo: si a = b+ ¢, entonces a? = (b+ ¢)?. En este caso quedan incluidas las operaciones de raices.
= Suma de igualdades. Sia = by c = d, entonces a + ¢ = b + d.

= Resta de igualdades. Sia = by c = d, entoncesa — c = b — d.

Cuando en una igualdad se aplica alguna de las propiedades de la igualdad, la igualdad se sigue mante-
niendo. Usando la analogia de la balanza, si antes de aplicar la propiedad la barra superior de la balanza
estaba horizontal, después de aplicar la propiedad la barra continuara horizontal.
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8.3. Resolviendo ecuaciones de primer grado

Como ejercicio, encontremos el valor de x en la ecuacion 2x + 3 = 13, aprovechando las propiedades de la
igualdad y lo que hemos aprendido hasta ahora.

2z 43 = 13 ecuacion inicial

2c+3—-3 = 13 —3 propiedad aditiva en la igualdad, se sumé —3
2r+(3—3) = 13 —3 propiedad asociativa de la suma

2z 40 = 10 sumas efectuadas

2z = 10 suma efectuada del lado izquierdo

21 * % = 10 % propiedad del producto en la igualdad, se multiplicé por 1/2
T % 2 % % = 10x % propiedad conmutativa del producto

T x (2% %) = 10x 5 propiedad asociativa del producto

T * (% * %) = % * % se expresan los enteros como fracciones

x * % = % se efectuan los productos

xx1 = 5 se efectuan los divisiones

z =5 se efectua el producto del lado izquierdo

Es bueno estar consiente de todas las operaciones que se requieren para resolver una ecuacion, ain cuando en la
préctica se abrevien mucho las operaciones. Por ejemplo, un estudiante avanzado podria escribir simplemente:

2z +3 = 13 ecuacion inicial

2r+3—-3 = 13—3 propiedad aditiva en la igualdad

2z = 10

2z * % = 10 % propiedad del producto en la igualdad
: - ¥

x =5

8.4. Monomios y polinomios

En matemadticas se utiliza la siguiente convencion para utilizar letras en expresiones numéricas. Las primeras letras
del alfabeto se utilizan para representar cantidades numéricas que son conocidas y se les llama constantes. Por
ejemplo, la a, b, ¢, 2, —3, 7 son constantes. Las ultimas letras del alfabeto se utilizan para representar cantidades
numéricas que no son conocidas y se les llama variables. Son ejemplos de variables: x, y, z, w, v, etc.

Un monomio es una expresién compuesta por una constante, una variable o producto de variables, donde las
variables estdn elevadas a una potencia entera positiva. Las siguientes expresiones contienen monomios:

» 222, 5, y, —2xy, SOn MONOMIos.
= z+ 1, a + b, contienen dos monomios que se suman y se le llama binomio.
» 22422+ 1,a + b+ ¢, contienen tres monomios que se suman y se les llama trinomio.

s 23 4 322 + 3z + 3, contiene 4 monomios que se suman.

En general, a la suma de monomios que contienen una Unica variable se le llama polinomio de grado n, donde n
es la potencia mds grande a la que se eleva la variable. Asi 3 + 322 4 3z + 3 es un polinomio de grado 3.
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Cuando n = 1, también se conoce como polinomio de primer orden o polinomio lineal; cuando n = 2, se le llama
polinomio de segundo grado o polinomio cuadratico; y cuando n = 3, se le llama polinomio de tercer grado o
polinomio cubico.

8.5. Productos notables

Es muy ttil conocer los productos que involucran binomios:

= Binomio al cuadrado. Aprovechando la propiedad distributiva generalizada descrita en la pagina 24l po-
demos ver facilmente el resultado de un binomio al cuadrado:

2 = (a+b)(a+b)
) axa+bxa+axb+bxb
a+b)? axa+ (1+1)(axb)+bxb
a+b)? = a®+ 2ab+ b (8.1)

Por ejemplo: (z + 1)2 = 2% + 22 + 1. Ahora bien, si tenemos la expresién 22 + 22 + 1 esta expresion la
podemos factorizar como el producto de dos binomios. Es decir:

22+ 2r+1=(x+1)(z+1)

Un trinomio que se puede factorizar de esta forma se conoce como un trinomio cuadrado perfecto.

= Binomio conjugados. Cuando tenemos binomios del tipo (a + b) y (a — b) se dice que son binomios
conjugados. Su producto es el siguiente :

(a+b)a—b) = axa+bxa—axb—>bxb
(a+b)(a—b) = axa+0—0>bxb
(a+Db)(a—b) = a®—b (8.2)

2

Por ejemplo: (x + 1)(x — 1) = 2% — 1. Ahora bien, si tenemos la expresién 2% — b? esta expresion la

podemos factorizar como el producto de dos binomios conjugados. Es decir:

2% —b* = (x +b)(z —b)

= Binomios con un término comin. Cuando tenemos binomios del tipo (a + b) y (a + ¢), en los cuales hay
un término comdun (la a), su producto es el siguiente :

(a+b)(a+c) = axa+bxa+axc+bxc
(a+b)(a+c) = axa+(b+clat+bxc
(a+b)(a+c) = a*+(b+cla+bxc (8.3)

Por ejemplo: (z—5)(z+9) = 2%+ 42 —45. Ahora bien, si tenemos la expresién 22+ Bz + C es posible que
esta expresion la podamos factorizar como el producto de dos binomios con un término comtn. Solamente
habra que buscar dos niimeros a y b que cumplan las siguientes condiciones: a + b= By ab = C.
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Observe que en los tres productos el resultado es un polinomio de grado 2. En la seccion se analiza un
procedimiento general para factorizar un polinomio de grado 2 como el producto de dos binomios de grado 1.
Pero primero abordemos la solucién de ecuaciones que involucran a un polinomio cuadratico.

Productos notables:

(a+b)? =a+2ab+1? binomio al cuadrado (8.4)
(a+b)(a—b) =a*—b? binomios conjugados (8.5)
(a+b)(a+c) =a®>+ (b+c)a+b*c binomios con un termino comin (8.6)

8.6. Ecuaciones de segundo grado

Consideremos la siguiente situaciéon. Necesitamos alfombrar una habitacién cuadrada y nos cobran un total de
$4,500.00. Si el costo del metro cuadrado de alfombra ya colocado es de $100.00 y en las paredes también
utilizan un recubrimiento de $100.00 el metro lineal, la pregunta es ;Cuales son las dimensiones de la habitacién?

| X

Figura 8.2: Alfombrando una habitacién cuadrada.

La figura [82]ilustra la situacién. Sea x la variable que expresa la longitud del lado de la habitacién. Conocemos
que el drea A de un cuadrado se puede calcular como A = 22 y el perimetro P de un cuadrado esta dado por
P = 4x. Si estas cantidades las multiplicamos por su costo, tenemos la siguiente ecuacion:

100 * A + 100 * P = 4500

Sustituyendo A y P, tenemos:
100(x?) 4 100 * (4x) = 4500

Si multiplicamos a ambos miembros de la ecuacion por 1—(1)0, tenemos una expresion mas sencilla.

22 +4x = 45
22+4r—45 = 0
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Esta ecuacion es una ecuacion de segundo grado con una variable, una ecuacion cuadrética. Esta ecuacion la
podemos expresar como:
azr® +br+c=0

Donde a = 1, b = 4y ¢ = —45. La solucién, como se presenta en la seccion[8.6.1] estd dada por:
—b =+ Vb? — 4ac
Tr=
2a

Sustituyendo los valores de a, b y ¢, tenemos:

—4 4 /42 Z4(1)(—45)

v 2(1)
| 4+ /42— 4(1)(—45)
! 2(1)
—4 + /16 + 180
x f—
2
—4 4+ /196
r = —
2
—44+14
o

2

Los valores de x que satisfacen la ecuacién cuadrética son los siguientes:

—4+4+ 14
r = —
2
10
x|y = —
! 2
T = 9
—4—14
Ty = —
2 2
—18
o= g
Tro = -9

De estas ecuaciones, la que nos interesa es 1 = 5 por ser positiva. La respuesta al problema planteado es una
habitacion de 5 metros por lado. Comprobemos este resultado en la ecuacion cuadrética,

2 +4x—45 = 0
52 +4(5) — 45 0
254+20—45 = 0

0 0
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8.6.1. Foérmula general para encontrar las raices de una ecuacion cuadratica

Un polinomio de grado 2 lo podemos igualar a 0, para formar una ecuacién cuadrética,

ar’ +br+c=0 (8.7)

Si este trinomio lo podemos factorizar en la forma:

az® + bz + ¢ = a(z — 1) (xz — x9)

Cuando la variable x tome el valor x; o el valor x2, uno de los factores se hard 0 y el producto serd 0. Se dice
que z1 y 2 son las raices del polinomio; es decir, los valores de la variable « que hacen que el polinomio tenga
un valor de 0. Cuando no es posible factorizar facilmente un polinomio de grado 2, podemos utilizar la formula
general para encontrar las raices de una ecuacién cuadratica, la cual se obtiene a continuacion.

az? +bx +c =0 ecuacién cuadrética inicial
(az? +bx + c)t = 0x41 multiplicando por *
a a p p a
2 1 1 1 o . . . .
ar®x o +brx s +cx, = 0 propiedad distributiva
) b c - . .
e E A =0 simplicando productos
2 b c__ ¢ _ _c _c
e = 0—2 sumando — a ambos lados
22+ by = -2 simplificando
2+ Ly 4 b2 = ¥ _c completanto el trinomio cuadrado perfecto
a 4a? T 4a? a p p
b \2 _ b2 c : : :
(4 o) = 12 sustituyendo por el binomio al cuadrado
(x4 £)? = 2 _ ol oniendo una fraccion equivalente
2a 4a? ax(4a) p q
b\2 o b2 _ 4ac . .
(r+ %) = 71 simplificando
2_ . .
(x + %)2 = b 4;%“0 haciendo la suma de fracciones
2 _ . -
T+ % = 4,/ 4a‘§ac realizando la raiz cuadrada a ambos lados
/b2 — . , .,
x + % = i% realizando la raiz cuadrada a la fraccién
b b _ b 4 Vb2—dac b
T+ 5 — 5, = 9a £ “og sumando — o
_ b Vb2 —4dac : :
x = —o. & ¥ =% simplificando
x —bEtvb%2—4ac
- 2a
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Esta formula fue la que aplicamos para resolver la ecuacidn cuadratica al inicio de este capitulo y es muy titil para
factorizar polinomios de grado 2 en una variable, como veremos a continuacion.

Formula general para resolver ecuaciones cuadraticas. Los valores de = que satisfacen la ecuacién
cuadrética ax? + bz + ¢ = 0 se pueden calcular mediante:

_ —bE Vb —dac

2a

T (8.8)

Los dos valores que puede tener la variable x (una con el signo positivo de la raiz cuadrada y la otra con
el signo negativo de la raiz) se denominan raices de la ecuacién cuadratica.

8.7. Factorizacion de un polinomio de segundo orden

Si tenemos el polinomio cuadritico: 22 + bx + ¢, donde b y ¢ son constantes conocidas; el problema de factorizar
este polinomio consiste en determinar las constantes x; y x2 que satisfacen la siguiente ecuacion:

2?4 bx +c=(x—x1)(x — x9)

Si realizamos el producto de binomios del lado derecho de la igualdad y simplificamos restando x2 a los dos lados
de la ecuacién, tenemos lo siguiente:

2tbrtc = (x—21)(r— 29)
2 +br+c = 22+ (—x1 —x2)T + 1179
(2 —2?) +br+c = (2% —2°)+ (—21 — z2)T + 2120
br+c¢ = (—x1 —x2)x + 1122

Para que esta ecuacién se cumpla el polinomio lineal del lado izquierdo debe ser el mismo que el polinomio del la-
do derecho. Esto es, las constantes que multiplican a la x deben ser iguales y también los términos independientes.
Es decir, se requiere que se cumplan las siguientes condiciones:

b = —11—12 (8.9)
cC = I1T9 (8.10)
De la ecuacion B.10 podemos despejar x1:
P = — 8.11)
Z2

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 113 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 114

Si sustituimos esta ecuacion en la ecuacion[8.9]y simplificamos, tenemos lo siguiente:

b —I1 — T9
c
b = —(—)—x
2
2
c =z
b = —— -2
T2 X2
2
—c—vz
b = 2
T2
bry = —c— 13

23 +bra+c = 0

Puede observarse que si x2 se cambia por x, jse obtiene el polinomio cuadratico original del lado izquierdo de la
ecuacion!

Por otro lado, si de la ecuacion despejamos xo:

£y = — (8.12)
T

y sustituimos esta ecuacién en la ecuacién [8.9] tenemos lo siguiente:

b = —z1— 29
c
b = —z1—(—)
Z1
2
x c
h = 1 =
1 2
2
—xy—c
h = 1
x1
bry, = —1i—c

i 4+bry+c = 0

Nuevamente, puede observarse que si x; se cambia por x, jse obtiene el polinomio cuadratico original! Esto nos
lleva a un resultado muy importante.

Factorizacién de un polinomio cuadratico. Para factorizar un polinomio cuadratico 2% + bx + ¢ es
suficiente igualarlo a cero y obtener las dos raices de dicha ecuacién cuadrética. Si x; y x2 son las raices
de la ecuacién cuadrética: 22 + bz + ¢ = 0, entonces se cumple que:

22+ br 4= (x—x1)(x — 12)

Ahora bien, en el caso general del polinomio cuadritico p(x) = az? +bx 4 ¢, podemos factorizarlo de la siguiente
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forma:
9 9 b c
ar®+br+c = alz®+-z+-)

a a
ar’ +br +c = a(2®+bz+¢)
ar’ +br+c = alz—z)(z — )
ar’ +br+c = (ax —ax)(x — x9)
ax® +br+c = (z—x1)(ax — axy)

Donde z; y z2 son las raices del polinomio p/(z) = 22 + bz + ¢/, para b’ = % y ¢ = £. Es interesante observar
que el polinomio original p(z) y el nuevo polinomio p’(x) tienen las mismas raices: x1 y x2. Es decir, cuando
T = x1 0 T = T2, ambos polinomios se anulan. Esta situacién ocurre debido a que en la deduccién de la férmula
general para resolver ecuaciones de segundo grado (seccién 4.7.3) el primer paso fue multiplicar a la ecuacién
cuadrdtica por é

Factorizacién de un polinomio cuadritico. Para factorizar un polinomio cuadritico az? + bx + c es
suficiente igualarlo a cero y obtener las dos raices de dicha ecuacién cuadrética. Si x; y 2 son las raices
de la ecuacién cuadrética: ax? 4 bx + ¢ = 0, entonces se cumple que:

2 4brtc = alr—x)(r— 1) (8.13)
2 +brt+c = (ax—axy)(z — 12) (8.14)
2 4brtce = (zv—21)(ax — ars) (8.15)

8.7.1. Ejemplos de factorizacion de un polinomio cuadratico

El polinomio p(z) = x? — 1 tiene como raices: 71 = 1y o = —1, puestoque p(1) = 12 — 1 =0y p(—1) =
(=1)2 — 1 = 0. Por lo tanto, p(x) se puede factorizar como:

2 —1=(z+1)(z—1)

El polinomio p(z) = 222 — 2 también tiene como raices a: z; = 1y 22 = —1. Por lo tanto, se puede factorizar
como:
202 — 2 =2(z 4 1)(x — 1)

222 — 2 = (22 4+ 2)(x — 1)
Ahora consideremos el caso del polinomio p(z) = 22 + 2z + 1. Al aplicar la formula general para resolver la

ecuacién cuadrdtica 22 + 22 + 1 = 0 obtenemos las raices : 11 = —1y 29 = —1. Por lo tanto, p(z) se puede
factorizar como:

P2l = (- (1) - (-1))
2?4 20+1 = (z+1)(z+1)
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Finalmente consideremos el caso del polinomio p(z) = 222 — 2z —4. Al aplicar la formula general para resolver la
ecuacién cuadritica: 222 — 2z — 4 = 0 obtenemos las raices : z1 = —1y x3 = 2. Podemos comprobar facilmente
que p(—1) = 0y que p(2) = 0 . Por lo tanto, p(x) se puede factorizar como:

202 =22 4+4 = 2(x—(=1))(z —2))
202 — 22 4+4 = 2+ 1)(z—2)
202 —2x4+4 = (22+2)(z —2)

Note que se obtiene el mismo resultado si se trabaja con el polinomio p’(z), por tener las mismas raices:

202 —224+4 = 2(2* —x+2)
202 — 2244 = 2z —(-1))(z—2))
202 — 2244 = 2+ 1)(z—2)

8.8. Ecuaciones de primer grado con dos variables

Para iniciar el estudio de las ecuaciones de primer grado con dos variables, iniciemos con su aplicacién para
resolver el problema del modelado de un sensor de distancia de un robot.

8.8.1. El sensor de un robot

Imaginemos la siguiente situacién. En un robot, cierto sensor de distancia tiene una curva de operacién como la
mostrada en la figura[8.3l En la linea horizontal se registra el valor de voltaje 2 (en volts) entregado por el sensor.
En la linea vertical se puede estimar la distancia y (en metros) al obstdculo detectado.

El sensor entrega un voltaje de 3 volts cuando la distancia es de 0 metros y de O volts cuando la distancia es de
3 metros. Los valores intermedios entre 0 y 3 volts siguen el comportamiento de la linea recta mostrada en la
figura. Por ejemplo, en la figura se marcaron explicitamente 2 puntos sobre la linea. El punto con coordenadas
(2,1) corresponde a un voltaje de 2 volts y una distancia de 1 metro (estos valores estdn indicados por las lineas
discontinuas vertical y horizontal). De igual manera se muestra el punto de operacién con coordenadas (1, 2) que
corresponde a un voltaje de 1 volt y una distancia de 2 metros. Se desea obtener una expresién matematica para
determinar la distancia sensada teniendo como entrada el voltaje que entrega el sensor.

Veamos a continuacidn la expresiéon matemadtica que genera el comportamiento de una linea recta.

8.8.2. Ecuacion de una linea recta

Lo que necesitamos obtener es una expresion matematica que relacione los valores de las variables x y y que sigan
una linea recta. La ecuacion general de una linea recta es la siguiente:

Ax+ By+C =0 (8.16)

Donde A, B y C' definen exactamente de que recta se trata.

El plano donde el eje horizontal corresponde a los valores que toma la variable x y el eje vertical corresponde a los
valores de la variable y, se le denomina plano cartesiano y se muestra en la figura El plano contiene ademads
los casos de rectas que se mencionan a continuacion:
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Figura 8.3: Operacion de un sensor de distancia.

= recta vertical (IL1)SiA=1,B=0y C = —1,laecuaciénde larectaes x + 0y — 1 = 0, o bien z = 1.
En este caso se trata de una recta vertical que pasa por el punto x = 1, la variable y puede tomar cualquier
valor. Algunos puntos sobre esta recta son los siguientes: (1, —1), (1,0), (1,1),(1,2), etc.

= recta horizontal (L2) Si A = 0, B =1y C = —1, la ecuacion de la rectaes 0x + y — 1 = 0, o bien
y = 1. En este caso se trata de una recta horizontal que pasa por el punto y = 1, la variable x puede tomar
cualquier valor. Algunos puntos sobre esta recta son los siguientes: (—1, 1), (0, 1), (1,1),(2,1), etc.

= recta inclinada hacia arriba (L3)Si A= —1,B =1y (C =0, laecuaciéonde larectaes —z+y+ 0 =0,
o bien y = . En este caso se trata de una recta inclinada que pasa por los puntos (—1, —1), (0,0), (1,1),
(2,2), (3,3), etc.

= recta inclinada hacia abajo (14)Si A =1, B=1y C =0, laecuaciénde larectaesz+y+0 =20, 0
bien y = —=x. En este caso se trata de una recta inclinada que pasa por los puntos (—1, 1), (0,0), (1,—1),
(2,-2), (3,—3), etc.

Si excluimos el caso de rectas verticales, podemos llegar a una expresion mas sencilla para las rectas:

Ax+ By+C =0 ecuacion inicial
Azr+By+C—-Axz—-C = 0—-Ax-C sumando — Az — C' a ambos lados

By = —Ax—-C simplificando

By x % = (—Ax — ) 4 multiplicando por %

Y = %x + _—BC simplificando

Y = mzx+b introduciendo las variables nuevas m y b

Esta ecuacion,
y=mz—+b (8.17)

Se conoce como la ecuacion explicita de la recta, y contiene sélo dos pardmetros, la m y la b. Veamos el efecto
de estos parametros sobre la recta.
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y L3

L2

2+

33—
L4

L1

Figura 8.4: Lineas en el plano cartesiano.

A la m se le conoce como pendiente y define el grado de inclinacién de la recta. Si m = 0, entonces la recta se
reduce a y = b, una recta horizontal que pasa por el valor de y = b. Si m = 1 tenemos una recta inclinada hacia
arriba y si m crece mucho, la recta se va acercando a la linea vertical. Si m = —1 tenemos una recta inclinada
hacia abajo.

Para ver el impacto del parametro b en la linea, consideremos qué pasa cuando « = 0. En ese caso, el valor de
y = b; es decir, el valor de y cuando la recta atraviesa el eje y en el punto (0, b). Por esta razén a b se le conoce
como ordenada al origen (el término ordenada se refiere a los valores que toma y y abscisa se refiere a los valores
que toma ).

La ecuacién nos permite calcular el valor de y dependiendo del valor que tome la variable z. Decimos que la
ecuacion y = mx + b, representa a todos los puntos (x, y) que componen una linea recta. Veamos algunos
ejemplos de lineas usando esta notacion:

= La linea horizontal L de la figura[8.4] esté representado por:
y = (O)z+1
y =1

Es decir, debido a que la pendiente es cero, la variable x puede tomar cualquier valor, y el valor de y es 1
en todos los casos.

= Lalinea L3 de la figura[8.4l estd representado por:
y = (Hz+0
y =z
Es decir, cuando x asume cierto valor, la variable y adquiere ese mismo valor.

= Lalinea L, de la figura[8.4l estd representado por:

y = (=1)x+0

Y

—T
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Es decir, cuando x asume cierto valor, la variable y adquiere el inverso aditivo de x.

= Finalmente, la linea L, de la figura[8.4] no se puede representar en la forma y = max + b. A medida que la
pendiente m se haga mds grande, la recta se ird acercando a la linea vertical, pero no es posible alcanzar la
vertical, sin importar que tan grande sea m.

La ecuacion general de una recta, con parametros A, B y C, estd dada por:
Az +By+C=0 (8.18)
La ecuacion explicita de una recta, con parametros m y b, esta dada por:
y=mx+b (8.19)

En ambos casos, todos los puntos (x, y) que satisfacen dichas ecuaciones forman la recta. En la ecuacion
explicita de una recta no es posible representar rectas verticales.

8.8.3. Concepto de funcion

Una funcion f, calculada a partir de una variable de entrada x, se denota como f(z). Conviene precisar que f
no representa a una variable, de manera que f(x) no significa que la variable f se multiplica por la variable x.
Veamos un ejemplo:

fl@) =z +1

Esta igualdad representa que la funcién f obtiene su valor sumando una unidad al valor que se le asigne a su
variable de entrada x. Enseguida se muestran algunos valores que puede tener la funcién f, si la variable x toma
algunos valores enteros:

£0) = 0+1
f0) =1
fa) = 1+1
fa =2
f2) = 2+1
f2) =3

La figura ilustra el concepto de una funcién. El bloque de procesamiento recibe a £ como entrada y emite
el valor f(z) como salida. En la figura, f(z) se asigna como valor de la variable de salida y. Dado un valor de
entrada de z, la funcién f(x) emite como salida un tnico valor. Es decir, f es una funcién si f(z) toma un vinico
valor ante un determinado z. Si f pudiera tomar dos o mas valores, entonces decimos que f no es una funcion.
La funcién f definida anteriormente como: f(z) = =+ 1, si cumple el requisito de ser una funcion, porque a cada
valor de z le corresponde un tnico valor de f(x).
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—_—= y =1f(x) —

Figura 8.5: Una funcién vista como un bloque de procesamiento con una entrada y una salida.

La variable x se denomina variable independiente (o de entrada) y la variable y se denomina variable depen-
diente (o de salida), porque su valor depende del valor de . El conjunto de posibles valores que puede tomar la
variable de entrada = se conoce como dominio de la funcién y el conjunto de posibles valores que puede tomar
la variable y se conoce como rango de la funcion.

Como se menciond anteriormente, si se asignaran dos o mds valores para un determinado = decimos que ya no se
cumple con el requisito de ser funcién. Por ejemplo, f(x) definida como f(z) = v/« no es una funcién, porque
para un determinado valor de z, existen dos posibles valores de f(x). Por ejemplo, cuando = = 4, f(4) = V4,
puede tener el valor de f(4) = 2y también de f(4) = —2, debido a que en ambos casos: 22 = 4y (—2)? = 4.

Sin embargo, si tomamos sélo la raiz cuadrada positiva, entonces f(z) = ++/x si es una funcién; su dominio y
su rango serian los valores reales positivos.

Una funcién puede recibir més de una variable de entrada y asignar un dnico valor de salida. La figura[8.6 ilustra
una funcién con dos entradas. Ahora se reciben como entradas las variables x y y y se emite el valor f(x,y) como
salida. En la figura f(x,y) se asigna como valor de la variable de salida z. Dado un par de valores de entrada
(z,y), la funcién emite como salida un valor tnico para z.

E—
z=1(x,y) %
AN

Figura 8.6: Una funcién de dos entradas.

Por ejemplo, la funcién siguiente recibe como entrada las variables z y y,

z = f(z,y)
2 o= 224y

Si consideramos como el dominio de la funcién los posibles pares de valores (z,y), donde —1 < z < 1, =1 <
y < 1, 1la grafica mostrada en la figura[8.7l muestra el comportamiento de la funcién.

Observe que ahora los ejes = y y definen el plano horizontal (como el piso de una habitacién) y se agregd un
nuevo eje z vertical, de manera que un punto en este espacio tridimensional queda representado por los valores
(x,7, z). En este caso, la ecuacién z = 2% 4 y? representa a todos los puntos que forman la superficie en tonos de
gris mostrada en la figura. Por ejemplo, los puntos (—1,—1,2), (1,-1,2), (—1,1,2) y (1,1, 2), corresponden a
las cuatro esquinas de la superficie, las cuales tienen un valor z = 2. El punto (0, 0, 0) corresponde al fondo de la
superficie (el cual no se alcanza a ver en la figura).
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15

0.5

Figura 8.7: Grifica de la funcién z = x2 + 3.

Concepto de funcion. Una funcién f sobre una variable de entrada x, denotada como f(x), asigna un
unico valor a f(x) para cada determinado valor que tome la variable de entrada x.

Mas adelante, en la seccién [12.7] profundizaremos en el tema de diferentes tipos de funciones.

8.8.4. Solucion de un sistema de ecuaciones para obtener la linea

Con dos puntos situados sobre la linea es posible encontrar la ecuacién de la linea. Sean P; un punto sobre la
linea, con coordenadas (z1,y1); y P otro punto, con coordenadas (2, y2). Con esta informacién, el objetivo es
encontrar la m y la b que definen la linea buscada.

Si P y P» estdn sobre la linea, sus coordenadas deben cumplir la ecuacion de la recta. Esto es, las dos ecuaciones
siguientes deben cumplirse:
y1 =mx1 +b (8.20)

Yo =mxo + b (8.21)
Tenemos un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas. Para encontrar los valores de las
variables desconocidas, se pueden emplear varios métodos.

Si de una ecuacién despejamos una variable, digamos la b, y la sustituimos en la otra ecuacién; la nueva ecuacién
tiene s6lo una variable desconocida y puede resolverse facilmente. A este método se le conoce como método de
sustitucion.

Si de ambas ecuaciones despejamos una variable, digamos la b, y las igualamos, obtenemos otra ecuacién; la
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nueva ecuacion tiene sélo una variable desconocida y puede resolverse facilmente. A este método se le conoce
como método de igualacion.

Si combinamos las dos ecuaciones sumando o restando los lados de las ecuaciones, el método se le conoce como
método de sumas y restas . Para resolver las ecuaciones[8.20y[8.21] este método de sumas y restas es facilmente
aplicable.

Si restamos el miembro izquierdo de la ecuacién del miembro izquierdo de la ecuacién y hacemos lo
mismo con los lados derechos de las ecuaciones, tenemos:

yo—y1 = (mxg+b)— (mx1+0b)
Y2—y1 = mag—mzr+(b—10)
yo—y1 = m(zg —x1)

(92— 1) — (22 — 21)—

- = m(x2—x

Y2 — Y1 S, 2 1362_961
Y2 — U1

= m

Tr9 — T1

Es decir, la pendiente m de la recta la podemos calcular por medio de:

m=%2"4 (8.22)
o — X1
Conocida la pendiente, el valor de b se puede despejar de la ecuacién 6 Veamos:
y1. = mx1+b
mx1+b = n
mx1+b—mxy = Yy —mx

Determinar una recta a partir de dos puntos. Dados dos puntos de una recta: Py = (x1,y1)y P> =
(x2,y2), la recta que pasa por ellos se puede calcular como sigue:

y = mz+b (8.24)

m = Y2— 9 (8.25)
Tro — T

b = 1y —ma (8.26)
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8.8.5. Solucion del problema del sensor del robot

A partir de los puntos (3,0) y (0, 3) de la recta podemos calcular m y b a partir de las férmulas de la seccién
anterior. En este caso tenemos x1 = 3, y; = 0, x2 =0, y2 = 3,

Y2 — Y1
m = ——=
T2 — 1
3—0
m g —_—
0-3
3
m = —
-3
m = -1
= Y1—mr
= 0-(-1)(3)
3
Finalmente la ecuacién de la recta buscada es:
y=—-z+3

Podemos comprobar facilmente que los puntos sobre la recta de la figura[8.3] satisfacen esta ecuacién. Por ejemplo,
probemos con los puntos (2,1) y (1, 2).

y = mx+b

1 = —1(2)+3

1 =1

y = mx+b
= —1(1)+3
= 2

8.9. Problemas de variacion proporcional directa

Consideremos la siguiente situacién. Voy a la tienda y compro 3 kilogramos de manzanas en 60 pesos, pero me
doy cuenta de que son insuficientes y requiero 2 kilogramos mds. ;Cuanto dinero necesito para comprar los dos
kilogramos adicionales?

Si la variable x representa la cantidad de kilogramos de manzanas y la variable y el costo de dicha cantidad de
manzanas, sea 1 = 3, y; = 60, xo = 2y ys la cantidad que se desea encontrar.

Analicemos este problema. Si compro 0 kilogramos de manzanas, el costo es de 0 pesos. Si compro 6 kilogramos
de manzanas, deberé pagar el doble de dinero que por 3 kilogramos; es decir, 120 pesos. Si graficamos estos
puntos: (0,0), (3,60), y (6,120), en un plano cartesiano, podemos observar que son puntos de una linea recta que
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pasa por el origen. Por esta razdn, este tipo de problemas los podemos modelar como una funcidn lineal que pasa

por el origen:
Yy =me (8.27)

Veamos si se cumplen nuestras expectativas. Si z; = 0, es evidente que y; = mx; toma también el valor de 0.
Ahora bien, asumamos que tenemos que para cierto valor x, tenemos otro valor Yy = mxy. Calculemos ahora
que pasa para un valor x3 que es el doble de x5 (es decir, z3 = 2 x9):

Yys = mx3

ys = m(2x9)
Ys = 2%xmxs
ys = 2% (mxy)
ys = 2y

Es decir, cuando la variable x2 se duplicé, también se duplicé la variable yo, como se deseaba. De esta manera
comprobamos que la funcion lineal que pasa por el origen es una representacion matematica adecuada para este
tipo de problemas.

En la ecuacién[8.27] 1a pendiente m se puede calcular como sigue:

m==
T

El valor de m define el costo en pesos por cada kilogramo de manzana y asumimos que no cambia. Es decir:

m=1_% (8.28)
o) T2

Analicemos esta tiltima ecuacion. Para mantener la 7 con un valor constante, la fraccién £ debe mantenerse cons-
tante. Como una fraccién solo se mantiene igual si se multiplica o divide tanto el numerador como el denominador
por la misma cantidad, si se duplica el numerador también se debe duplicar el denominador, si se reduce a la mitad
el numerador, también se debe reducir a la mitad el denominador, etc. Cuando este comportamiento ocurre se dice
que se tiene un caso de variacion proporcional directa.

La anterior ecuacién se puede escribir simplemente como sigue:

n_¥%» (8.29)
T xT9
Si se desea conocer Yy, bastard despejar esa variable:
Y1
Y2 = —I2
I
60
w = D
y2 = (20)(2)
Y2 = 40

El resultado del costo de dos kilos de manzanas es 40 pesos.
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Un punto fundamental de este comportamiento se puede apreciar de la ecuacion[8.27t y = mx. Si z = 0, entonces
y = m * (0) = 0. Es decir, la recta pasa por el origen. De esta manera s6lo se requiere un punto de la recta para
calcular la recta (definida sélo por la pendiente m), dado que la recta también pasa por el origen (el punto (0, 0)).

Al comportamiento de las variables involucradas en la ecuacion se le conoce como regla de tres para
variacion proporcional directa, aunque desafortunadamente se expresa cominmente su comportamiento como
una regla dogmatica, sin hacer ninguna referencia a la funcién lineal que pasa por el origen. En ocasiones los
estudiantes aplican la regla de tres incorrectamente a problemas lineales que no pasan por el origen.

Variacion proporcional directa. En este tipo de problemas dos variables (z y y) estan relacionadas entre
si. Si una se duplica, la otra también se duplica; si una se triplica, la otra también se triplica; si una se
hace cero, la otra también se hace cero, etc. El modelo matemédtico que representa este comportamiento

esta definido por la ecuacion:
vy

T T2
En esta expresion y; estd relacionado con x; y ys estd relacionado con x2, manteniendo siempre cons-
tante la fraccién Z.

8.10. Problemas de variacion proporcional inversa

Consideremos ahora la siguiente situacion. Un camidn tiene que ir de la ciudad A a la ciudad B utilizando la dnica
carretera que comunica a ambas ciudades. Si la primera vez hizo el recorrido de A a B a una rapidez constante de
80 km/hora en 10 horas, ;Cuénto tiempo tardara para llegar el camion de la ciudad A a la ciudad B si la segunda
vez hace el recorrido con una rapidez constante de 100 km/hora?

Si la variable v representa la rapidez del camién en kilémetros por hora y la variable ¢ representa el tiempo en
horas empleado en el recorrido, sea v; = 80, t; = 10, vo = 100 y ¢ el tiempo (en horas) que se desea encontrar.

Este problema se puede modelar de la siguiente manera. Conocemos que la rapidez de un vehiculo se puede

calcular como: D
v = - (8.30)

donde D representa la distancia recorrida en el tiempo ¢. Si despejamos la variable D tenemos:

D=t (8.31)

En la situacion planteada la distancia D va a ser fija, es la distancia entres las ciudades A y B. Por lo tanto la
ecuacion buscada que relaciona las variables de interés es:

D = vit] = vats (8.32)

Analicemos esta Ultima ecuacién. Para mantener la D con un valor constante el producto de v por ¢ debe per-

manecer constante. Si la v se multiplica por un cierto nimero n, entonces la variable ¢ debe multiplicarse por
el inverso multiplicativo de n, es decir %; de manera que n * % = 1. Es decir si se duplica v, entonces ¢ debe
reducirse a la mitad; si se triplica v, entonces ¢ debe reducirse a un tercio del valor original; si se reduce v a la
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mitad, entonces ¢ debe aumentar al doble, etc. Cuando este comportamiento ocurre se dice que se tiene un caso de
variacion proporcional inversa.

La anterior ecuacién se puede escribir simplemente como sigue:

V1 tl = V9 tQ (833)

Si se desea conocer t9 bastara despejar esa variable:

tg _ (% tl
V2
P (80)(10)
2 7 7100
ty = 8

El tiempo buscado es de 8 horas. En este caso, la rapidez se aument6 a % de 80 (% * 80 = 100), mientras que el
tiempo disminuyo a % de 10 (% * 10 = 8).

Al comportamiento de las variables involucradas en la ecuacién B.33] se le conoce como regla de tres para
variacion proporcional inversa, aunque desafortunadamente se expresa cominmente su comportamiento como
una regla dogmatica, sin hacer ninguna referencia al modelo matemético que gobierna las variables involucradas.

Variacion proporcional inversa. En este tipo de problemas dos variables (z y y) estdn relacionadas
entre si. Si una se duplica, la otra se reduce a la mitad; si una se triplica, la otra se reduce a la tercera
parte, etc. El modelo matematico que representa este comportamiento esta definido por la ecuacién:

T1 Y1 = 2T2Y2

En esta expresion y; estd relacionado con x1 y s estd relacionado con xo, manteniendo siempre cons-
tante el producto xy.

8.11. Ejercicios propuestos

Ademds de los siguientes ejercicios, el lector interesado puede resolver los ejercicios propuestos en los libros
(Edmiston, 1991) y (Aguilar-Marques et al., 2016).

1. El precio de un auto es 230, 840.00 incluyendo el 16 % del impuesto del IVA. ;Cual es el precio del vehiculo
antes de aplicar el IVA?

2. Las edades de Juan y su Papé suman 100 afios. Si la diferencia de edades es de 50, ;Cuéles son las edades
de Juan y su Papa?

3. Encontrar dos nimeros enteros consecutivos cuya diferencia de cuadrados sea 31.
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10.
11.

12.

13.

14.

. Siun auto acelera en forma constante de 0 a 30

La distancia entre dos ciudades A y B es de 100 kilometros en una carretera recta que las une. Si un auto
parte de la ciudad A hacia B, a una velocidad constante de 100 hkO:’fa; y, al mismo tiempo, un autobus sale
de la ciudad B hacia A, a una velocidad de 95 kma. (En que tiempo y a que distancia de la ciudad A se

hor
cruzaran en la carretera?

. Si un depdsito de combustible de una gasolinera se llena con una vélvula A, que suministra un flujo cons-

tante de combustible, en 4 horas; y si el mismo depdsito se llena en 6 horas, utlizando una valvula B. ;En
cuanto tiempo se llena el depdsito vacio si se abren las dos valvulas A y B al mismo tiempo?

Encontrar dos nimeros cuya suma sea 25 y cuya diferencia de cuadrados sea 125.

. Se desea fabricar una lata de cerveza de 0.37 litros de forma cilindrica con una altura de 13 cm. ;Qué

diametro debe tener la base del envase?

metros : :
Sequndo N 10 segundos, determine el tiempo empleado para

recorrer los primeros 100 metros si el auto parte del reposo y acelera en forma constante. Sugerencia: en un
movimiento con aceleracion a constante, la distancia d recorrida en un tiempo ¢ esta dado por d = %atQ.

. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,3) y (5, 1).

Encuentre la ecuacién de una recta que cruzael eje z enx = —10 y cruzael eje y en y = 5.

Encuentre el punto donde se cruzan las rectas: y = %:c + 5,y = —%x —

[\C][9V]

La ecuacién de una circunferencia de radio r con centro en el punto (x.,y.) estd dada por la ecuacion
(r — 2:)%2 + (y — ye)? = 2. Encuentre los puntos de cruce de una recta dada por la ecuacién y = 2x + 2
con una circunferencia de radio de 10 con centro en (1, 2).

Encuentre el drea de un tridngulo que tiene los siguientes lados en metros: 6, 7 'y 10.

El nimero irracional llamado la razén dorada, proporcidén aurea o divina proporcién, es un nimero con
propiedades muy interesantes. La proporcién que expresa este niimero se encuentra tanto en algunas figuras
geométricas, en el arte, en la arquitectura, como en la naturaleza: en las nervaturas de las hojas de algunos
arboles, en el grosor de las ramas, en el caparazén de un caracol, etc. Con referencia a los segmentos de
recta dibujados en la figura [8.8] la raz6n dorada expresa la proporcién de la suma de las longitudes a + b
con respecto al segmento mayor a. Esta proporcién debe ser idéntica a la proporcién del segmento mayor a
con respecto al menor b.

a+b

Figura 8.8: La proporcion durea o razon dorada.
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Si nombramos a la razén dorada como el nimero ¢, entonces se debe cumplir lo siguiente:

a+b
¢:
a
_ ¢
b
a—i—b_g
a b
a b _ o
a a b
1
1+- = ¢
o

(Encuentre el valor de la razén dorada ¢?
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Capitulo 9

Trigonometria

En este capitulo revisaremos los conceptos fundamentales de trigonometria, revisando las propiedades de los
tridngulos rectdngulos.

9.1. Triangulos rectangulos

Es bueno recordar que en cualquier tridngulo la suma de los tres dngulos interiores es 180°, como vimos en
la seccién Ahora bien, una clase especial de tridngulos se tiene cuando uno de los dngulos interiores del
tridngulo es un angulo recto, es decir, un dngulo de 90°. A este tridngulo especial se le conoce como triangulo
rectangulo. En la seccion [1.8] ya iniciamos el estudio de este tipo de tridngulos, junto con la demostracién del
famoso Teorema de Pitdgoras.

Si observamos el punto asociado a la punta de la flecha que realiza el desplazamiento angular #, con respecto del
eje x positivo, podemos ver que se puede formar un tridngulo rectdngulo, como se muestra en la figura[9.11

Ejey

CA=x x Ejex

Figura 9.1: Tridngulo rectangulo en el plano cartesiano. El tridngulo se forma con la Hipotenusa (H), la coordenada
y que forma el Cateto Opuesto (CO) y la coordenada = que forma el Cateto Adyacente (CA). El angulo 6 se forma
entre el eje x y el lado H.

En la figura el tridngulo se forma con los segmentos de linea etiquetados con H (llamada hipotenusa), la coorde-
nada z del punto (lado del tridngulo llamado cateto adyacente por estar adyacente al dngulo 6) y la coordenada
y del punto (lado del tridngulo llamado cateto opuesto por estar opuesto al angulo 6).
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La relacion entre el cateto opuesto (C'O), el cateto adyacente (C'A) y la hipotenusa (H) de un tridngulo rectangulo
estd definida por el famoso Teorema de Pitagoras (visto en la seccién[Z.8.1)) que nos dice:

H? = (CA)?*+ (CO)?
H? = 22442

H — ‘/$2+y2

9.2. Funciones trigonométricas

Con referencia al dngulo 6 de la figura@.1] se definen las funciones trigonométricas bésicas: seno (abreviada como
sin), coseno (abreviada como cos) y tangente (abreviada como tan), de la siguiente forma:

sin(0) = % . sin(f) = % 9.1)
cos(f) = % , cos(f) = %A 9.2)
tan(f) = % , tan(0) = g—i (9.3)

La enorme importancia de estas funciones, es que no dependen de que tan grande o que tan chico sea el tridngulo.
Si el angulo # se conserva, el valor de las funciones trigonométricas no cambia. Veamos el caso, por ejemplo, de
la tangente. Para un cierto valor de 6, los puntos (x,y), que definen el tridngulo, siguen una linea recta que pasa
por el origen, es decir siguen la ecuacidn:

Yy =mx

Si calculamos la tangente de este dngulo, encontramos lo siguiente:

tan(f) = J
T

tan(f) = m
x

tan(d) = m

Es decir, el valor de tan(#) no depende de que tan cercano o alejado esta el punto (x, y) del origen. Por esta razon,
al pardmetro m de la ecuacién de la recta se le conoce como pendiente o tangente del angulo de inclinacion de la
recta. Si hacemos un andlisis semejante para las funciones seno y coseno, también encontramos que no dependen
del punto (z,y).

9.2.1. Revision de la pendiente de una recta
Como vimos anteriormente, en la pagina [122] mediante la ecuacién podemos calcular la pendiente m de la
recta y = mx + b, a partir de las coordenadas de dos puntos (P} y P»):
Y2~
m = ————

T2 — X1

La figura ayuda a visualizar un tridngulo rectdngulo que se forma con las coordenadas de los puntos. De esta
manera la pendiente es la divisién del cateto opuesto entre el cateto adyacente, esto es, la funcién tangente del

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 130 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 131

Yo b

yZ_yl

Figura 9.2: Relacién de la pendiente con la tangente del 4ngulo de inclinacién. Se muestra la recta que une los
puntos P; = (z1,y1) y Po = (22, y2). El segmento P; P, forma la hipotenusa, y2 — y; el cateto opuesto y zo — 21
el cateto adyacente. La recta tiene un dngulo de inclinacién a con respecto al eje x.

angulo a. Al angulo « se le conoce como angulo de inclinacién de la recta y es el dngulo que forma la recta con
el eje . Esto es:
m = tan(a) (9.4)

De esta manera, tenemos otra forma de calcular la recta, y = mx + b, a partir de conocer el angulo de inclinacién
y un punto por donde pase la recta.

9.2.2. La funcion seno, coseno y tangente

La figura nos ayuda a visualizar los valores de las coordenadas x, y, a medida que va creciendo el angulo.
Observe que para valores entre 0 y 90 grados, ambas coordenadas son positivas. Cuando el dngulo pasa de 90 gra-
dos, la coordenada x se vuelve negativa; cuando el dngulo pasa de 180 grados, ambas coordenadas son negativas;
finalmente cuando el dngulo pasa de 270 grados, la coordenada x se vuelve positiva, mientras la coordenada y se
mantiene negativa.

Consideremos los valores de la funcién sin(6) para algunos valores en el intervalo de 0 a 360 grados:

= Para § = 0, el valor de y = 0, por lo tanto sin(0) = % = 2 = 0.

= Cuando 6 va creciendo a partir de 0 y se acerca a 90 grados, el valor de y va creciendo, por lo tanto sin(f)
va creciendo.

= Para § = 90°, el valor de y = H, por lo tanto sin(90°) = % = 1.

= Cuando 6 rebasa el valor 90 grados y se acerca a 180 grados, el valor de y empieza a disminuir, por lo tanto
sin(#) va decreciendo.

= Para 6 = 180°, el valor de y = 0, por lo tanto sin(180°) = & = 0.
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Y Y
Y ey
x(-) x(-)
(a) 10° (b) 80° (c) 100° (d) 170°
x() x(+) X(+)
NERREE— y(=) f (=) ‘
Hye) yo)
(e) 190° (f) 260° (g) 280° (h) 350°

Figura 9.3: Coordenadas z, ¥y, para angulos entre 10 y 350 grados.

Cuando 6 rebasa el valor 180 grados y se acerca a 270 grados, el valor de y se vuelve negativo, por lo tanto
sin(#) va decreciendo (de 0 hacia -1).

Para § = 270°, el valor de y = —H, por lo tanto sin(270°) = =% = —1.

Cuando 6 rebasa el valor 270° y se acerca a 360°, el valor de y empieza a aumentar nuevamente, acercandose
al 0.

Para 6 = 360°, el valor de y = 0, y se tiene el mismo valor que para 0°, sin(360°) = 0.

Si se sigue incrementando 6 mas alld de 360 el comportamiento de la funcién seno se repite nuevamente.
Es decir sin(0) = sin(# + 360° * n), siendo n cualquier entero.

El lector interesado en aprovechar la tecnologia puede consultar el apéndice [Al para conocer y aprovechar el
programa de computadora llamado Octave. Con Octave podemos facilmente graficar la funcién sin(#) para valores
del angulo 0 de 0 hasta 27 radianes, con los siguientes comandos:

>> x=[0:0.01:2+pi];

>> y=sin(x);

>> plot(x,V);

>> axis ([0, 2xpi, -1, 11]1);
>> xlabel (’\theta (rad)’,’fontsize’,22);
>> ylabel (’sin(\theta)’,’fontsize’,22);
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Figura 9.4: Gréfica de la funcién seno.

El resultado se muestra en la figura[0.4(a). En la figura[0.4(b) se puede apreciar la funcién cuando el dngulo varia
de —2 x (2m) a 2 % 27 (rad). Esta forma de onda, ocurre frecuentemente en muchas situaciones.

Veamos un ejemplo relacionado con la energia eléctrica. Las baterias que utilizan los automdviles al igual que
las baterias que se utilizan en muchos dispositivos electrénicos, tienen dos terminales, llamadas terminal positiva
(+) y terminal negativa (-). Las baterias AA suministran un voltaje de 1.5 volts, mientras que las baterias de los
automdviles suministran un voltaje de 12 volts. Podemos imaginar el nivel de voltaje como la fuerza de la bateria
para hacer fluir una corriente eléctrica (en realidad una corriente de electrones que fluyen por los atomos del

material conductor) que hace funcionar motores, ldmparas, radios, etc.

De forma similar, cuando conectamos un dispositivo a un contacto eléctrico de nuestras casas, se tienen también
dos terminales, por donde fluye la corriente eléctrica. Sin embargo, no hay una terminal positiva y otra negativa,
como en el caso de las baterias; en su lugar el voltaje entre las terminales cambia conforme transcurre el tiempo,
siguiendo una forma de onda idéntica a la funcién seno (onda senoidal). Por esta razén a la corriente que fluye por
los contactos se le llama corriente alterna, en oposicion a la corriente constante suministrada por las baterias.

El voltaje V' entre las terminales de un contacto eléctrico de una casa en México estd definido por la ecuacion:
V' = 156 * sin(t * 27 * 60)

donde el tiempo ¢ estd en segundos. El valor de V' repetird 60 veces o ciclos ] por segundo la forma de onda del
seno de 0 a 27(rad). En otras palabras, las terminales del contacto cambiaran de polaridad 120 veces por segundo.

En un determinado ﬁlo de segundo, una terminal A sera positiva y la otra terminal B serd negativa; mientras que

en el siguiente ﬁ de segundo cambiardn de polaridad, la terminal A serd negativa y la terminal B serd positiva;

volviendo a cambiar en el siguiente ﬁ de segundo.
Las graficas de las funciones coseno para valores de 0 hasta 27 radianes y de —2* (27) a 2 % 27 (rad) se presentan

en la figura[9.31

Finalmente la grafica de la funcion tangente para valores de 0 hasta 27 (rad) se presenta en la figura[0.6] Podemos
observar que tan(0) = 0 y a medida que crece el dngulo, también crece la funcién tangente. Cuando se aproxima

"Dependiendo de cada pais, se utiliza una frecuencia de 50 o 60 ciclos por segundo. En México y en algunos otros paises se utilizan 60

ciclos por segundo.
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0 (Srad)

tan( 0)
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(a) de 0 a 27 (rad)

cos(0)
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(b) de —2 x (27) a 2 * 27 (rad)

Figura 9.5: Gréfica de la funcién coseno.

Figura 9.6: Gréfica de la funcién tangente.
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a 5 (rad) la funcién tan(f) crece muy rapidamente, tiende a infinito. Cuando el dngulo pasa de 7, el valor va
disminuyendo de menos infinito a 0, (tan(7) = 0). Para dngulos mayores de 7, la forma se repite hasta alcanzar
tan(27) = 0.

9.2.3. Funciones seno, coseno y tangente de 0, 30, 45, 60 y 90 grados

Primero veamos los casos cuando # = 0y 6 = 90°.

= § = 0. De la figura[0.3(a) podemos apreciar que cuando 6 = 0, tenemos que x = H, y = 0. Por lo tanto:

0

H
cos(0) = %zﬁzl

0
tan(0) = %:EZO

= 0 = 90°. De la figura[9.3(b) podemos apreciar que cuando # = 90°, tenemos que x = 0, y = H. Por lo

tanto:

. o Y H

sin(90°)
x 0

900 = _— = — = 0

cos(90°%) H H
o Y H
an(90°) . 5

El simbolo co, llamado infinito, merece una atencién especial. Si x = 0.001 y H = 1, entonces la tangente
seria ﬁ = 1000. Si 2 = 1 * 1075, entonces la tangente seria ﬁ = 1% 10°. Es decir, a medida que
tiende a 0, la fraccién % crece sin limite. Para representar que dicho nimero real positivo crece sin limite,
se utiliza el simbolo co. El simbolo —oo denota un nimero que crece sin limite pero en sentido negativo.
De manera que si queremos expresar que la variable x puede ser cualquier nimero real, podemos utilizar la

notacion: —oo < x < 00, que significa que —oo < x 'y también que x < oc.

Para conocer los valores cuando los dngulos son de 30, 45 y 60 grados, la figura muestra dos tridngulos
rectdngulos muy importantes:

= Un tridngulo rectdngulo cuyos catetos son iguales y por lo tanto sus dngulos interiores son iguales a 45
grados, ademds del dngulo recto. Este tridngulo corresponde a la escuadra de 45 grados que utilizamos en
nuestras herramientas de geometria. Aplicando el Teorema de Pitdgoras podemos calcular H:

H = +vVa?+a?
H = V2a?
H = V2a
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y
y
H
a a /30° a
C
45° 60°
a X |<—b —>| X
2|

(a) 45 grados (b) 60y 30 grados

Figura 9.7: Tridngulos rectdngulos de 45 grados y de 60 grados.

Con H calculado, ya podemos obtener los valores de las funciones para 45 grados:

. o CcO a 1
Sln(45 ) = F = \/5 a = ﬁ
o CA a 1
COS(45 ) = ? = \/5 a = E
tan(45°) = % — g —1

= Un tridngulo rectdngulo que proviene de dividir un tridngulo equilatero en dos tridngulos rectangulos. Sus
angulos son ahora de 30 y 60 grados, como se muestra en la figura Este tridngulo corresponde a la
escuadra de 30 grados que utilizamos en nuestras herramientas de geometria. De la figura tenemos que el

lado b = %a y el lado ¢ lo podemos calcular nuevamente por el Teorema de Pitdgoras, b2 + ¢? = a2,

)
I
S
o
|
S
o

o

1

)

[\

|
7N
N | —

S
~_
N

1
c = az—za2
3
c = 1a2
3
e =\ ve
4
V3
c = —a
V4
. V3
= —a
2

O8]
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0 | sin(f) | cos(6) | tan(6)
010 1 0
o |1 3 1
30° | 3 %
o 1 1
45 NG NG 1
60° | ¥2 |1 3
90° | 1 0 00

Tabla 9.1: Funciones trigonométricas para algunos angulos.

Con los lados b y ¢ ya podemos obtener los valores de las funciones para 60 grados:

o co ¢ La V3
Se0) = =L T T2
. cA b la 1

cos(60°) = 5 = :2a =3
V3
CcO c a
an(60°) CA b la V3

. o coO b iaq 1
sin(30°) = ?:5:%25
. CA ¢ Ya V3
cos(30°) = o =s ==
CcO b la 1
tan(30°) = —-— =2 = _2° _—
) cA ¢ @a V3

Todos estos resultados se presentan en el tabla©.1l

9.2.4. Las funciones cotangente, secante y cosecante

Con referencia al dngulo 6 de la figura[0.1] se definen las funciones trigonométricas adicionales: cosecante (abre-
viada como csc), secante (abreviada como sec) y cotangente (abreviada como cot), de la siguiente forma:

1 H

csc(f) = sn(@) csc(f) = co 9.5)
1 H

SeC(@) = Cos(e) 5 Sec(@) = a (96)
1 CA

cot(d) = tan(@) cot(f) = Yolo) 9.7)

9.2.5. Funciones trigonométricas inversas

Estas funciones inversas permiten obtener el dngulo 6 a partir de los valores de las funciones trigonométricas.
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= La funcién arcoseno se abrevia como arcsin(z). § = arcsin(z) recibe un valor entre -1 y 1 y regresa el
valor del dngulo 6 (entre los valores de -90 y 90 grados) tal que sin(f) = =.

= La funcion arcocoseno se abrevia como arc cos(z). § = arc cos(z) recibe un valor entre -1 y 1 y regresa el
valor del dngulo 6 (entre los valores de 0 y 180 grados) tal que cos(f) = z.

= La funcién arcotangente se abrevia como arctan(z). § = arctan(z) recibe un valor entre —co y +00 y
regresa el valor del dngulo € (entre los valores de -90 y 90 grados) tal que tan(f) = x.

9.3. Relaciones trigonométricas

9.3.1. Relaciones Pitagoricas

Del Teorema de Pitagoras: 22 + % = H?, podemos obtener tres relaciones importantes, conocidas como relacio-
nes Pitagoricas:

» Al dividir entre H2, obtenemos:

1 1
@A) = g
22 2
PRSI
22 Y\ 2
(7) +(@) -1
(cos(0))? + (sin(F))* = 1
cos?(0) +sin?(f) = 1 9.8)
= Al dividir entre z2, obtenemos:
1 2, .2 1 2
=t (x*+y°) = 5 H
2 2
Y H
2 H\?
1+ (4) = <>
X X
1+ (tan(f))?> = (sec(h))?
1 +tan®(0) = sec?(0) 9.9
= Al dividir entre 32, obtenemos:
1
(22 +9%) = 7 « H?
z? H?
AT
2 2
G) = - ()
Yy Yy
(cot(0))* +1 = (csc(h))?
cot>(0) +1 = csc?(6) (9.10)
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9.3.2. Relaciones de las funciones seno y coseno

/ \
05 / 1 05

sin( )

T~

-
cos(0)

//
\\

\ /
05 \ / 1 05

0 (rad) 0 (rad)
(a) seno (b) coseno

Figura 9.8: Grificas de la funcién seno y coseno de 0 a 27 (rad).

Las graficas de las funciones seno y coseno para valores de 0 hasta 27 radianes se presentan en la figura 0.8 Al
observar estas graficas se puede apreciar que se cumple las siguientes relaciones:

sin(f) = —sin(6+ ) (9.11)
cos(f) = —cos(0+ ) (9.12)
Si consideramos las funciones seno y coseno para dngulos negativos, tenemos:
sin(f) = —sin(—0) (9.13)
cos(#) = cos(—0) (9.14)

Observe también que las graficas del seno y coseno se parecen mucho, solamente estin desplazadas 5 (rad)

2
(equivalente a 90 grados), una con respecto a la otra. El lector puede comprobar facilmente que:

sin(@—i—g) = cos(0) (9.15)
cos(@—i—g) = —sin(0) (9.16)
sin(g—G) = cos(9) (9.17)
cos(ng) = sin(6) (9.18)

De hecho, ya hemos comprobado en la anterior seccion un ejemplo de estas dltimas propiedades, cuando calcula-
mos las funciones trigonométricas de 30°: sin(90° — 30°) = cos(30°) y cos(90° — 30°) = sin(30°).

9.3.3. Relaciones de la tangente
Veamos como podemos expresar la funcién tangente en términos de las otras funciones trigonométricas. Por
definicidn, la tangente estd dada por la ecuacion:

tan(f) = %
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Sin embargo, si dividimos el numerador y denominador entre H tenemos:

tan(f) =

SRS

Podemos observar que en el numerador tenemos la funcién seno y en el denominador tenemos la funcién coseno.

Es decir: n(6)
sin
tan(f) = cos(0) (9.19)

9.3.4. Funciones seno y coseno de una suma de angulos

Ahora consideremos el problema de determinar los valores de las funciones: sin(« + /3) y cos(« + [3) cuando se
conocen los dngulos 'y 3. La situacion se ilustra en la figura[0.9] considerando una hipotenusa unitaria.

En la figura el tridngulo que une los puntos O, B y D es un tridngulo rectangulo, de hipotenusa unitaria.
En este caso, la hipotenusa es el segmento de recta que une los puntos O y D, denotado como OD, y tiene una
longitud unitaria (OD = 1). El cateto adyacente al dngulo 3 es el segmento de recta OB, y se puede calcular
facilmente como:

cos() =
cos(p) =
OB = cos(B) (9.20)

En este mismo tridngulo, el cateto opuesto al angulo S es el segmento BD y se puede calcular facilmente como:

BD

sin(8) = oD

BD

sin(8) = EE
BD = sin(B) (9.21)

Ahora bien, en la parte superior también se forma el tridngulo rectdngulo que une los puntos B, C'y D, con
hipotenusa BD = sin(f3) y dngulo «. El cateto adyacente BC' de este tridngulo se puede calcular como:

BC
cos(a) = =D
BC
cos(a) = Sn(3)
BC = sin(B)cos(a) (9.22)

Finalmente analicemos el tridngulo rectdngulo que une los puntos O, A y B, con angulo « e hipotenusa OB =
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Figura 9.9: Célculo de sin(a + 3) = ED. En la figura sa = sin(a), ca = cos(a), s = sin(8) y ¢ = cos(B).

cos(3). El cateto opuesto de este tridngulo se puede calcular como:

sin(a) = gg
, AB
sin(a) = cos()
AB = cos(8)sin(a) (9.23)

Ya tenemos todos los elementos para calcular el sin(a« + /3). Con referencia al tridngulo rectangulo formado por
los puntos O, E'y D y considerando los dos resultados anteriores, tenemos:

sin(a+ ) = gg

sinfa + 8) = ATC

sin(fa+8) = AC

sin(a +8) = AB+ BC

sin(ae+ ) = cos(f)sin(a) + sin(S) cos(a) (9.24)

Resuelta la primera tarea, ahora abordemos el calculo de cos(a + (). En la figura 0.10) podemos apreciar que
EA = DC. Observemos el tridngulo rectangulo que une los puntos O, E'y D, con hipotenusa OD = 1. En este
tridngulo tenemos:
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Figura 9.10: Calculo de cos(a + 3) = OF. En la figura sa = sin(«), ca = cos(a), s8 = sin(8) y ¢8 = cos(B).

cos(a+ ) = glE)

cos(a+ ) = OTE

cos(a+B) = OF

cos(a+pB) = OA-—FEA

cos(a + f3) OA—-DC (9.25)

El segmento OA es el cateto adyacente del tridngulo rectdngulo que une los puntos O, A y B, con hipotenusa
OB = cos(f3) y dngulo «. Por lo tanto tenemos que:

cos(a) = 8;1
OA
cos(a) = cos(3)
OA = cos(B)cos(a) (9.26)

El segmento DC es el cateto opuesto del tridngulo rectdngulo que une los puntos B, C'y D, con hipotenusa
BD = sin(B) y éngulo «. Por lo tanto tenemos que:

. DC
sin(o) = =D
, DC
sin(a) = n(d)
DC = sin(B)sin(a) (9.27)
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Sustituyendo estos dos resultados obtenidos en la ecuacion tenemos:

cos(a+B) = OA-DC
cos(a + ) = cos(B)cos(a) — sin(f) sin(«) (9.28)

Con este resultado, hemos completado la tarea. Estas identidades trigonométricas serdn utilizadas al abordar el
tema de nimeros complejos en el capitulo

9.4. Aplicando la trigonometria

Consideremos la siguiente situacion. En un dia soleado, deseamos determinar la altura de un edificio y para
ello observamos que su sombra tiene una distancia horizontal de 5.25 metros sobre el terreno plano. Si también
observamos que un letrero de 2 metros de altura proyecta una sombra de 1.5 metros, deseamos calcular la altura
del edificio y el dngulo (en grados) que forman los rayos del sol con respecto de la vertical. La figura ilustra
la situacion descrita.

o\

S

Figura 9.11: La altura de un edificio calculada por su sombra.

El letrero tiene una altura h = 2 m, con sombra s = 1.5 m. El edificio tiene una sombra S = 5.25 m. De la figura
se puede observar que el angulo pedido es el dngulo «, el cual es igual al dngulo 6.
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Del triangulo rectdngulo del letrero tenemos:

| »

tan(f) = .
tan(f) = 1257m
tan(d) = 0.75

= arctan(0.75)

0
6 = 0.6435(rad)
0

1
—0.6435(rad) 0 (&)
7(rad)
g _ 06435180
- T
0 = 36.86¢

Ya tenemos la primera respuesta, el dngulo o = € = 36.86°. Ahora determinemos la altura H, a partir de que
conocemos que tan(f) = 0.75. Del tridngulo rectdngulo del edificio, podemos encontrar la altura H:

tan(f) =

H xtan(0) =
H xtan(0) =

1

H x tan(6) * =

tan(0)

=
I

T =
[

9.5. Funciones trigonométricas en Octave

En octave tenemos las siguientes funciones trigonométricas:

| @ i @

= sin(z). Las funciones de Octave sin (x) y sind (x) calculan la funcién sin(z) cuando el valor de x se
expresa en radianes y en grados, respectivamente. Por ejemplo:

>> sin(pi/4)

ans = 0.70711
>> sind (45)
ans = 0.70711

En Octave pi se refiere al valor de la constante 7.

= cos(x). Las funciones de Octave: cos (x) y cosd (x) calculan la funcién cos(x) cuando el valor de x se
expresa en radianes y en grados, respectivamente. Por ejemplo:
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>> cos (pi/6)

ans = 0.86603
>> cosd (30)
ans = 0.86603

tan(zx). Las funciones de Octave: tan (x) y tand (x) calculan la funcion tan(z) cuando el valor de z se
expresa en radianes y en grados, respectivamente. Por ejemplo:

>> tan(pi/4)

ans = 1.00000
>> tand (45)
ans = 1.00000

arcsin(z). Las funciones de Octave: asin (x) y asind (x) calculan la funcién arcsin(z) y regresan su
valor en radianes o en grados, respectivamente. Por ejemplo:

>> asin(1l)

ans = 1.5708
>> asind (1)
ans = 90

arc cos(x). Las funciones de Octave: acos (x) y acosd (x) calculan la funcién arc cos(x) y regresan su
valor en radianes o en grados, respectivamente. Por ejemplo:

>> acos (0.5)

ans = 1.0472
>> acosd(0.5)
ans = 60.000

arctan(z). Las funciones de Octave: atan (x) y atand (x) calculan la funcién arctan(z) y regresan su
valor en radianes o en grados, respectivamente. Por ejemplo:

>> atan (1)

ans = 0.78540
>> atand (1)
ans = 45

Adicionalmente Octave proporciona las funciones atan2 (x) y atan2d (x) que reciben dos pardmetros:
la y seguida de la z, y calculan la funcién arctan(y, z). Estas funciones regresan el dngulo en un rango de
—m a 7 radianes (o de —180 a 180 grados). Por ejemplo:

>> atan2d(1,1)
ans = 45

>> atan2d(-1,1)
ans = -45

>> atan2d(1l,-1)
ans = 135

>> atan2d (-1, -1)
ans = -135

La funcién atand (y/x) no puede distinguir el primer caso del ultimo, porque en ambas ocasiones % =

:—%. De igual manera, no puede diferenciar del segundo y tercer caso debido a que _Tl = }1 Recuerde que
atan regresa un valor entre —% y 4 radianes.
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9.6.

10.

Ejercicios propuestos

. Determine el drea de un tridngulo si su base mide 5 metros y los otros dos lados miden 4 y 3 metros.
. Encuentre los dngulos interiores de un tridngulo rectdngulo si los catetos son iguales.

. Encuentre los angulos interiores de un tridngulo rectangulo si la hipotenusa es el doble de uno de los catetos.

Encuentre el perimetro de un tridngulo rectdngulo si el &ngulo mas pequefio es de 30° y el lado mas pequefio
es de 10 metros.

. Si una pirdmide tiene forma de un tridngulo equilatero (tres lados iguales), teniendo lados de 500 metros,

(Cudl es la altura de la pirdmide?

Si una pirdmide forma un tridngulo isdésceles (dos lados iguales), y el lado mds pequefio tiene una longitud
de 400 metros sobre el suelo; y si sabemos que el lado mds pequeiio es la mitad del lado grande, ;Cuél es
la altura de la pirdmide?

. Demuestre que los valores de la funcién seno y coseno no dependen del tamafio del tridngulo que se consi-

dere.

. Determine la ecuacion de una recta que pasa por el punto (1, 1) y tiene una dngulo de inclinacion de 30°

con respecto al eje = positivo.

. Determine la ecuacién de una recta perpendicular a la recta anterior y que pasa por el origen.

Los puntos (x,y) que forman un circunferencia de radio  con centro en el origen, estdn definidos por las
expresiones:

x = rxcos(t)
y1 = rxsin(t)
y2 = —r*sin(t)

Grafique en Octave los puntos de una circunferencia de radio » = 5, considerando valores de ¢ en el
intervalo: 0 < ¢ < m, utilizando incrementos de 0.01 unidades. Para ello, considere dibujar todos los
puntos (z,y1) y (z,y2).

Recuerde utilizar la opcién axis equal para tener iguales unidades de distancia en los ejes de la gréfica.
Después de llamar la primera vez a la funcidén plot, ingrese el comando hold on para que la segunda

llamada a la funcién plot se realice sobre la misma gréfica. Se deberd obtener una grafica como la mostrada
en la figura[A.8 de la pagina[242]
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Capitulo 10

Las funciones exponencial y logaritmica

Un nimero irracional muy importante en matemadticas, ademas del nimero m, es el nimero de Euler o niimero e.
Veamos como puede obtenerse este nimero e.

10.1. El namero e

Supongamos que un banco nos presta 1 peso con una tasa de interés del 100 % anual y nos cobra los intereses
terminando el afio. Al final del afio le deberiamos al banco 1 + 1 = 2 pesos. Pensemos ahora que nos cobra cada
semestre el interés (del 50 %) y ese interés se agrega a la deuda. En este caso la deuda total e serfa:

1\ 2
e:<1+2> =15*1.5=2.25

Si ahora nos cobra cada mes, el nimero e crece un poco:

1 12
e < + 12> 6130

Si fuera cada dia, entonces el nimero e crece un poco mas:

365
—(1+-—) =27146
c (+365>

Si el intervalo de tiempo fuera mds y mds pequeiio, tendriamos que el nimero n de la siguiente expresion seria
cada vez mds y mds grande:
1 n
e=[(1+4+—
n

En el limite, cuando n tiende a infinito, el valor de e es un ndmero irracional cuyos primeros digitos son:

1 n
e= lim (1 + > = 2.718281828459045 . .. (10.1)
n

n—oo
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Otra forma de calcular el nimero e puede obtenerse de la siguiente suma infinita de términos:

S S S L T
T T I T 142 T 1%2%3  1x2+3%4

Por cierto, es conveniente mencionar que el denominador de las fracciones se le conoce como la funcién factorial,
que abreviaremos como fact. Asi fact(1) = 1, fact(2) = 1«2 = 2, fact(3) = 1 x 2 %« 3 = 6, etc. En general, el
factorial de un nimero n es el producto de todos los enteros positivos menores o iguales que n. Adicionalmente
definimos que fact(0) = 1. El factorial de un nimero también se indica poniendo un signo de admiracién ense-
guida del nimero. Por ejemplo: 0! = 1, 1! = 1, 2! = 2'y 3! = 6. Con esta notacién del factorial, el nimero e se
puede expresar de la siguiente manera:

B 1+1+1+1+1+1
ST 3] 5!

Pt (10.2)
Finalmente si utilizamos la notacién compacta de una sumatoria (), el nimero e se puede expresar como:

o0

1
e = Z;‘ (10.3)

=0

En esta expresion el primer elemento de la suma se obtiene al hacer ¢ = 0 (es decir é), enseguida se obtiene el
segundo elemento con ¢ = 1 (es decir %), y asi sucesivamente.

10.2. La funcion exponencial

Si elevamos el nimero e a una potencia = tenemos la funcién exponencial, denotada como exp(x), y definida
como sigue:
exp(z) = e” (10.4)

Si en lugar de e utilizamos otro ndmero b como base, tenemos una funcién exponencial que se representa como
Ep(x) y se define como:
Ep(x) =b" (10.5)

La base b debe cumplir dos condiciones: b > 0y b # 1.

De las propiedades de las potencias, podemos comprobar facilmente las propiedades indicadas en las ecuaciones

06 07 108y 0.3

exp(ety) = ot
exp(z+y) = exe
exp(z +y) = exp(x)=*exp(y) (10.6)
xplw —y) = e
e"E
explz —y) = —
exp(z)
exp(z — = (10.7)
p(z —y) xp(y)
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1
exp(—z) = xp(@) (10.8)

exp(0) = 1 (10.9)

La figura [I0.]l muestra la grafica del comportamiento de la funcién exponencial para valores de = entre —3 y 3.
Podemos ver que crece rapidamente a medida que x se incrementa.

25 T T T T T

20 -

exp(x)

10 -

Figura 10.1: Grafica de la funcién exponencial.

10.2.1. Aplicaciones de la funcién exponencial

Veamos como podemos utilizar la funcién exponencial para modelar el crecimiento de una poblacién y también
un ejemplo de su uso en la construccién de funciones mas complejas.
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Modelo del crecimiento de una poblacion

Suponga que al inicio de un experimento se tiene una poblacion de 3 bacterias. Si después de cada minuto cada
bacteria se divide en dos, obtengamos una expresion para calcular la cantidad de bacterias en el tiempo ¢, expresado
en minutos.

Sea P(t) la funcién que nos permitird calcular la poblacién de bacterias en el tiempo ¢ expresado en minutos.
Veamos que sucede cuanto ¢ parte de 0 y se va incrementando:

P(0) = 3

P(1) = 2P(0)=2%3=2"%3
P(2) = 2P(1)=2%(2'%3)=22%3
P(33) = 2P(2)=2%(22%3)=2%%3

Si tenemos en cuenta que 2° = 1, ya tenemos la expresién buscada:

P(t) = (3) 2

Usando esta expresion podriamos calcular la poblacidn al cabo de 10 minutos:

Pt) = (3)2
P(10) = (3)2%

En Octave podemos calcular el valor deseado:

>> P =3 % 2710
P = 3072

Se alcanzan 3072 bacterias al cabo de 10 minutos.

Construyendo funciones mas complejas

La funcién exponencial también se usa con frecuencia para calcular funciones més complejas. Por ejemplo, la
densidad de probabilidad mas ampliamente utilizada en probabilidad es la densidad de probabilidad Gaussiana o
Normal, definida de la siguiente manera:

L \2
N(z,m,o) = - 1% exp (W) (10.10)

Siendo m un pardmetro llamado media, y o un pardmetro llamado desviacién estandar. La figura[10.2l muestra la
curva de la densidad de probabilidad Gaussiana param = 0y o = 1, curva que tiene la forma de una campana. La
media m controla el valor de x en donde se localiza el pico de la campana, mientras que el valor de la desviacion
estdndar o controla que tan abierta o cerrada es la campana.
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0.4

N(x;0,1)

0.1

Figura 10.2: Densidad de probabilidad Gaussiana.

10.3. La funcion logaritmo

La funcién logaritmo en base b asigna al nimero x que recibe como entrada, el exponente n al que el nimero b se
debe elevar para obtener el niimero .

El logaritmo es la funcién inversa de la funcién exponencial E. El logaritmo de x, en base b, se denota como
logy (x) y estd definido como sigue:
n =logy(z) si V' ==z (10.11)

Para que el logaritmo esté definido, la base b debe ser positiva y distinta de 1, el argumento « debe ser un nimero
positivo, z > 0. Si esto se cumple, n puede ser cualquier nimero real.

Si la base es el nimero e, el logaritmo se conoce como logaritmo natural y se abrevia simplemente como log o
In,
n=1log(z) si e" == (10.12)

si la base es el niimero 10, el logaritmo se conoce como logaritmo decimal o comiin,

n=logo(x) si 10" =gz (10.13)
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si la base es el nimero 2, el logaritmo se conoce como logaritmo binario,
n=logy(z) si 2" ==z (10.14)

Veamos algunos ejemplos de logaritmos:

= log(1) = 0, porque €’ = 1.

= log;,(100) = 2, porque 102 = 100.
» log;(10%) = 2, porque 10? = 102.
s log(e3) = 3, porque €® = €3.

= log,(16) = 4, porque 2* = 16.

= logy(3) = —1, porque 271 = 1.

= log;((0.01) = —2, porque 1072 = 0.01.

Teniendo en cuenta que el logaritmo es un exponente, al que se eleva la base b, se cumplen las siguientes propie-

dades siguientes:

logy(zy) = logy(w) + log,(y)

log, (;3) = logy(x) — log;(y)
logy(z¥) = ylogy(z)

gy (¢) = 2

logy(b) = 1

logy(1) = 0

Para demostrar la primera propiedad tenemos que:

r = b=
= bny
xy = b
zy = bt
logy(zy) = mnz+ny
logy(zy) = logy(x) + log,(y)

(10.15)
(10.16)
(10.17)
(10.18)

(10.19)
(10.20)
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Para la segunda propiedad:

=
= bW
b
by

— Py

log, Ng — Ny

log;, = log,(z) — logy(v)

LI |8
—_— MR RC[R e u
Il

7 N N

Para la tercera propiedad:

x = b

2y = (b)Y

W= et
logy(z¥) = yxny
logy(z¥) = yx*log,(v)

La cuarta propiedad se deduce de la tercera, considerando que ¥/z = /Y. La quinta y sexta propiedad se deducen
directamente al considerar que b! = by b° = 1.

La figura[[0.3muestra la grafica de la funcién logaritmo natural. Notemos que para el valor de x = e, el logaritmo
es 1; para valores que se acercan a 0, el logaritmo decrece rdpidamente a valores negativos; y para valores z > e,
el logaritmo crece lentamente.

10.3.1. Convertir logaritmos de una base a otra

Imaginemos que tenemos a la mano una calculadora comiin con las operaciones de logaritmo natural (la tecla
“In”) y logaritmo decimal (la tecla “log”). Ahora bien, si necesitamos calcular el logaritmo binario de un nimero,
(1o podemos calcular usando la calculadora que tenemos a la mano?

Para contestar esta pregunta, abordaremos el problema mas general de convertir un logaritmo en base k£ de un
ndmero z a un logaritmo en base b del mismo niimero .

Sea x, = log; () el valor que tenemos inicialmente y considere que s6lo disponemos de una calculadora para
calcular logaritmos en base k.

Analicemos el siguiente procedimiento, donde se han agregado comentarios a la derecha, para facilitar la lectura.
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log(x)

Figura 10.3: Gréfica de la funcién logaritmo natural.

k' = x (zy, es el logaritmo de x en la base k)
b = (zp es el logaritmo de x en la base b)
b* = k™  (igualando las dos ecuaciones anteriores)
(k)@ =k (b, = log(b), de manera que b = k% )
kbt —  k®  (utilizando las propiedades de las potencias)
by = xi (igualando los exponentes)
blkbkxb = blkxk (multiplicando por i)
Ty = % (despejando xp)
k
logy(z) = ll?)illz((:l:)) (restableciendo la notacidn de logaritmos) (10.21)
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Asi, para convertir de logaritmo decimal a logaritmo binario, tenemos:

. log;o()

= 10.22
10%10(2) ( )

logy(z)

Por ejemplo, para calcular el logaritmo binario de 1024, usando logaritmos decimales, tenemos:

log(1024)
log,(1024) — —810007%)
2102 = @)
0102
o (1024) 30102990566

0.3010299956
log,(1024) = 10

En efecto, el resultado es correcto, 210 = 1024.

10.4. Usando Octave

En Octave e se refiere al nimero e visto al inicio de este capitulo. De manera que si queremos calcular, por
ejemplo, exp (2), lo podemos hacer de dos maneras:

>> exp(2)

ans = 7.3891
>> e 2

ans = 7.3891

Octave también facilita el trabajo de calculo de logaritmos al disponer de tres funciones:

= La funcién log calcula el logaritmo natural de un niimero. Por ejemplo:

>> log(e)
ans = 1

» La funcién logl0 calcula el logaritmo en base 10 de un nimero. Por ejemplo:

>> 1ogl0(1000)
ans = 3

= La funcién log?2 calcula el logaritmo en base 2 de un niimero. Por ejemplo:

>> log2(1024)
ans = 10

10.5. Aplicaciones de la funcion logaritmo

Los logaritmos juegan también un papel importante en las mateméticas. Veamos enseguida dos aplicaciones de
la funcién logaritmo, la primera relacionada con el modelo del crecimiento de una poblacién visto en la seccién
[[0.2.1l y la segunda relacionada con acustica.
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10.5.1. Aplicacion en el crecimiento de una poblacion

En el problema de crecimiento de una poblacién presentado en la seccion [[0.2.1] obtuvimos una expresion para
calcular la cantidad de bacterias P(t) en el tiempo ¢, expresado en minutos:

El problema ahora es determinar el tiempo ¢, en minutos, tal que la poblacién de bacterias alcance 12288 bacterias.

Para resolver este problema tomemos logaritmos en base 2 a ambos miembros de la igualdad y apliquemos las
propiedades de los logaritmos que ya conocemos:

logs(P(t)) = logy((3)2)
logy(P(t)) = 10g2(3)+10g2( 9
logy(P(t)) = logy(3) +

t = logy(P(t )) log,(3)

Si P(t) = 12288, tenemos que ¢ lo podemos calcular en Octave como:

>> t = 10g2(12288) - log2(3)
t = 12

En efecto, con este tiempo calculado podemos comprobar que efectivamente la poblacion alcanza 12288 bacterias
al cabo de ese tiempo:

>> P =3 % 2712
P = 12288

Sin embargo, si queremos calcular el tiempo requerido para alcanzar 10000 bacterias, tenemos:

>> t = 1og2(10000) - log2(3)
t = 11.703

Pero, ;qué significa el tiempo ¢ = 11.703 minutos, si las bacterias se duplican cada minuto? La respuesta se

puede encontrar al observar la grafica del crecimiento de la poblacién que se muestra en la figura[10.4l Utilizando

este modelo matemadtico se tiene que para ¢ = 11.703 la poblacion de bacterias alcanza las 10000 bacterias. Este

comportamiento asume que cada bacteria va creciendo de 1 bacteria a 2 bacterias en un rango continuo, a lo largo

de un minuto. Es decir, podria alcanzar por ejemplo valores de 1.1, 1.125 o 1.3 bacterias.

Es interesante mostrar que la grafica presentada fue generada por las siguientes instrucciones en Octave:

>> t=[0:0.01:127;
>> P = 3% 2.7t

>> plot(t,P);

>> xlabel t

>> ylabel P
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Figura 10.4: Gréfica de la funcién P = (3) * 2°.

10.5.2. Aplicacion en acustica

En actstica, la unidad de potencia sonora L,, se mide en unas unidades llamadas decibeles (abreviado como db),
que se definen como sigue:

0

Donde W es la potencia a estudiar, en unidades de watts por metro cuadrado ( w/m?), y W es una potencia de
10~'2 w/m?2, equivalente a un sonido apenas perceptible, en el umbral de audicién.

Como ejemplo, consideremos una potencia W generada por una bocina. Si la potencia se aumenta a 1000W1,
deseamos calcular cuanto se incrementa la potencia de la bocina en decibeles. Sea L; la potencia asociada a W
y Lo la potencia 1000W7. Para calcular Lo hacemos lo siguiente:
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%1%
L1 = 10 loglo <m/1
0

1
0

Wi

Ly = 10x1 1000 * —

0

1%
0

W
Ly = 30+ 10xlogy, <1>

Wo
Ly = 30+ Ly (db)

Es decir, se incrementa la potencia en 30 decibeles. Este tipo de medicidn de la potencia sonora se debe a que
nuestro oido no opera en forma lineal, sino logaritmica.

10.6. Ejercicios propuestos

1. Ejemplo tomado de (Aguilar-Marques et al., 2016). El decaimiento radioactivo de un material esta dado por
la férmula: .
C=0Cy2"n

Donde Cj es la cantidad inicial del material, en el tiempo ¢ = 0; ¢ es el tiempo transcurrido, en anos; n es
la vida media del material, en afios; y C' es la cantidad del material radioactivo al transcurrir el tiempo ¢. La
vida media es el tiempo transcurrido para que la mitad de la sustancia radioactiva se desintegre.

a) Si el tiempo de vida media de un material es de 25 afios, {Cudnto porcentaje del material original
queda después de haber transcurrido 15 afios?

b) (Cuadl es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de
carbono 14, si la vida media del material es de 5,000 afios?

2. Ejemplo tomado de (Aguilar-Marques et al., 2016)). El crecimiento de una poblacion estd determinado por
la férmula:
N = NyeFt

Donde Ny es el nimero de habitantes de la poblacién, en el tiempo ¢ = 0; ¢ es el tiempo transcurrido en
afos; k es una constante y NV es el nimero de habitantes al transcurrir el tiempo .

a) Si una poblacidn tiene inicialmente 3, 500 personas y la constante k tiene un valor de 0.025, calcule
el nimero de habitantes que habrd en 20 afios.

b) En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 480 a 1200 en 5
horas. ;Cuanto tardara la poblacién en aumentar a 8000 bacterias?
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3. Calcule el logaritmo decimal de un millon si tiene una calculadora que tiene sélo la funcién de logaritmo
natural.

4. Grafique en Octave la densidad de probabilidad Gaussiana definida como sigue:

)2
N(z,m,o0) = 12 exp(—(xm)> (10.23)
T

o 20’2

Param = 0y o = 1. Debe obtener una curva similar a la presentada en la figura[10.2] de la pdgina[131l
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Capitulo 11

Evaluacion 2

Resuelva los ejercicios propuestos, anotando clara y ordenadamente la secuencia de pasos que le lleva a la solu-

cion

. Indique claramente los resultados obtenidos.

. Si un tridngulo rectdngulo tiene un cateto 2 unidades mds largo que el otro cateto y la hipotenusa tiene 2
unidades més que el cateto mds largo, encuentre el perimetro de dicho tridngulo.

Encuentra el valor de x en las siguientes ecuaciones:
1
4 1 2 1 1 5 1
AF 1§ = 5= b)-—5— = ¢
5 x—1 5 z+1 -1 S—5m )

. En un expendio de granos, se ofrece una bolsa de 10 kilogramos de una mezcla de frijoles de dos tipos. El
frijol tipo A vale $18.00 el kilogramo y el frijol tipo B vale $22.00 el kilogramo. Si la mezcla tiene un costo
de $19.60 por kilogramo, ; Cuéntos kilogramos de cada tipo de frijol contiene la bolsa de 10 kilogramos?

Encuentra un ndmero entero positivo de dos digitos, tal que el digito de las unidades equivale a tres cuartas
partes del digito de las decenas. Si ademads el nimero se divide entre la suma de sus digitos, el cociente
resulta ser 6 y el residuo es 2.

. Cierto avion de combate situado inicialmente a 11, 200 metros de altura realiza un descenso en linea recta.
Si después de 3 minutos desciende 420 metros, encuentre:

a) la ecuacion de la recta que define la altura en metros en términos del tiempo en segundos.

b) con la ecuacién de la recta encontrada, calcule el tiempo para que su altura sea 5, 000 metros.

Cierto tridngulo tiene dos lados de 10m y 6m. Si ademads el dngulo entre estos dos lados es de 30 grados,
determine:

a) lalongitud del otro lado.

b) el area del triangulo.
. Si la poblacién de una cierta bacteria se incrementa 100 veces cada hora, encuentre:

a) Una expresién matemadtica para calcular la cantidad de bacterias en ¢ horas. Suponga que en ¢t = 0, se
tienen 4 bacterias.

b) Encuentre una expresién matemdtica para calcular el tiempo en que la poblacién de bacterias alcanza
25, 000 bacterias, suponiendo que inicialmente estan solo 4 bacterias.
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Capitulo 12
Logica y conjuntos

En este capitulo revisaremos los conceptos basicos de 16gica y su relacién con el tema de conjuntos.

12.1. Loégica proposicional

Iniciemos definiendo que es una proposicion légica.

12.1.1. Proposiciones logicas

Una proposicion légica es cualquier expresion que puede ser calificada como verdadera o falsa. Por ejemplo,
los siguientes son ejemplos de proposiciones 16gicas verdaderas:

1. “La Tierra es redonda”

2. “El agua se forma con dtomos de hidrégeno y oxigeno”

3.1<2
4. 2=1+1
5.2%x3=6

Ahora bien, los siguientes son ejemplos de proposiciones ldgicas falsas:

1. “La Tierra es plana”

2. “Los perros hablan espaiiol”

3.1>2
4. 2x3=0
502-2=2
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Sin embargo, no toda expresion es una proposicion légica. Por ejemplo: “El sol”, “el agua”, 1 + 1, etc., no son
proposiciones 16gicas, porque no se les puede asignar un valor de verdad; no son ciertas, pero tampoco son falsas.

Las proposiciones légicas, o simplemente proposiciones, son expresiones que sélo pueden tener uno
de dos posibles valores de verdad: Verdadero (denotado como V') o Falso (denotado como F').

Al igual que con las variables en dlgebra, podemos utilizar letras mintisculas para representar proposiciones 16gi-
cas: por ejemplo: p, ¢, r, pueden representar proposiciones l6gicas. En adelante vamos a utilizar el simbolo = (se
leé “equivalente a”) para denotar que dos expresiones toman el mismo valor de verdad. Por ejemplo:

p=(1<2)

denota que la proposicién p tiene el mismo valor que la proposicién (1 < 2), es decir que p tiene el valor de
verdad Verdadero:
p=V

Veamos otros ejemplos:

= Si ¢ = “La Tierra es redonda”, entonces q es verdadera.
= Sir = (1=1), entonces r es verdadera.
= Sis = (1=0),entonces s es falsa.
Asi como con los nimeros reales se tienen ciertas operaciones, como la suma y la resta, que reciben uno o dos

nimeros y regresan otro nimero; asi también tenemos operaciones ldgicas que reciben una o dos proposiciones
l6gicas y regresan un valor de verdad. Veamos estas nuevas operaciones.

12.1.2. Operaciones logicas
Negacion logica
La operacion de negacion légica de una proposicién a (también conocida como operacion NOT) se denota por

el simbolo —a y es similar a la operacién de —a en dlgebra.

La operaciéon —p, se leé como “no p”, representa el cambio al otro valor de verdad diferente al que tiene la
proposicién p. Por ejemplo si p es verdadera, entonces —p es falsa; y si p es falsa, entonces —p es verdadera.
La tabla [12.1] presenta el comportamiento de esta operacién. Aprovechando esta operacion podemos decir que:
—-F =V (se leé como “no F es equivalente a V’) y =V = F' (*“no V es equivalente a F”).

Disyuncion légica

La operacion de disyuncion logica (también conocida como Operacién OR), se denota por el simbolo V, y es
similar a la operacién de suma en dlgebra; ahora requiere dos proposiciones: una a su izquierda y otra a la derecha.
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p
FlV
%

Tabla 12.1: Tabla de verdad de la operacién de negacion légica.

Plq|PVqg|pAqg|p—q
FlF| F F |4
Fy\Vvi Vv F v
VIF| V F F
vivi] V |4 v

Tabla 12.2: Tablas de verdad de las operaciones logicas: disyuncién (V), conjuncion (A) e implicacion (—).

La expresion p V g se leé como “p o q” o bien como “p OR q”, representa la operacién logica OR de las pro-
posiciones p y q. El resultado de la operacién es V' si p 0 ¢ o ambas son verdaderas, y F' en otro caso. La tabla
presenta el comportamiento de esta operacion para cada posible combinacién de p y ¢, una posibilidad por
renglén. La expresion légica: r = p V ¢, se leé como “r es equivalente a p o q”, o bien como “r es equivalente a p
ORq”.

Conjuncion logica

La operacién de conjuncion légica (también conocida como operacion AND), se denota por el simbolo A, y es
similar a la operacién de multiplicacién en dlgebra; también requiere dos proposiciones: una a su izquierda y otra
a la derecha.

La expresion p A g se leé como “py q” o “p AND q”, representa la operacion l6gica AND de las proposiciones p y
q. El resultado de la operacién es V si py g son verdaderas, y F' en otro caso. La tabla[I2.2]incluye una columna
para representar el resultado de esta operacion. La expresion légica: » = p A g, se leé como “r es equivalente a p
y q”, o bien como “r es equivalente a p AND q”.

Implicacion légica
La operacion de implicacién légica se denota por el simbolo —, y también requiere dos proposiciones: una a su
izquierda y otra a la derecha.

La expresion p — q representa la implicacién légica de las proposiciones p y q. El resultado de la operacién es
F cuando ocurre que p = V 'y g = F, y V en otro caso. La tabla incluye una columna para representar el
resultado de esta operacion.

La expresion légica: p — ¢, se leé como “p implica q” o también como “SI p ENTONCES q” y se utiliza muy
frecuentemente para expresar conocimiento.

Por ejemplo, sea p = “estudias mucho dlgebra” y ¢ = “apruebas el examen de dlgebra”. Si un profesor nos dice
que es verdadera la implicacién p — ¢, es decir:

SI p ENTONCES q
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SI “estudias mucho dlgebra” ENTONCES “apruebas el examen de dlgebra”

El profesor nos habra dicho la verdad cuando ocurre que p = V' y ¢ = V. Sin embargo, cuando p = F, sin
importar el valor de ¢, el profesor no nos ha mentido. El profesor nos mintié (el resultado de la implicacién es
falso) precisamente cuando p = V' y ocurre que ¢ = F'. Es decir, cuando ocurre que “estudias mucho dlgebra”
pero “no apruebas el examen de dlgebra”. Este es el sentido de la tabla de verdad de la implicacion.

12.1.3. Ejemplos de expresiones logicas

Es importante mencionar que el funcionamiento de las computadoras y una enorme cantidad de dispositivos
electrénicos estan basados en el uso de miles o millones de dispositivos que implementan las operaciones légicas
que veremos enseguida: NOT, OR y AND. En estos dispositivos, usualmente el valor de I’ se representa por un
nivel bajo de voltaje (como 0 volts) y el valor V' se representa por un nivel alto de voltaje (como 5 volts). Asi
un dispositivo o compuerta NOT recibe una entrada y tiene una salida, mientras que las compuertas OR y AND
reciben dos entradas y tienen una salida. La figura[I2. Il muestra las tres compuertas 16gicas.

p -p P\ 4 P4

(a) NOT (b) OR (c) AND
Figura 12.1: Compuertas légicas.
De manera similar a las operaciones aritméticas, las operaciones ldgicas se pueden combinar para formar expresio-

nes compuestas, donde los paréntesis indican que operaciones se hacen primero. Veamos los siguientes ejemplos,
asumiendo que todas las letras mindsculas denotan proposiciones logicas:

v=(pAg) AT
En la figura se muestra el uso de compuertas AND para calcular el valor de v.

v=(pVqg Ar
(=p) V (—q)

» 0= ((-p) V(=) A (r As)

L0,

P PAY
q__| PAD AT
T

Figura 12.2: La expresion (p A ¢) A r implementada con compuertas 16gicas AND.
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Si no se ponen paréntesis, se realizan primero las operaciones NOT, después las operaciones AND, después las
operaciones OR vy al final las implicaciones. Por ejemplo:

pVgAr = pV(qAT)
pAgV-rAs = (pAq)V((—r)As)

pVg—r = (pVq) —r
-pVqg—rVs = ((-p)Vgqg) — (rVs)

12.1.4. Propiedades de las operaciones logicas

Sean p, q y r proposiciones logicas. El lector puede comprobar facilmente que se cumplen las siguientes propie-
dades, al tener en cuenta las tablas de verdad de las operaciones involucradas (tablas y .

= Leyes conmutativas:

pVq = qVp (12.1)
PAqQ = qAp (12.2)
= Leyes asociativas:
P Vr = pVi(gVr (12.3)
pAQ AT = pA(gAT (12.4)
= Ley de doble negacion:
—(-p)=p (12.5)
= Leyes de identidad:
pVE = p (12.6)
pAV = p (12.7)
= Leyes de dominacion:
pVV =V (12.8)
pANF = F (12.9)
= Leyes de idempotencia:
pVp = p (12.10)
PApP = p (12.11)
= Leyes de complementacion:
pV(-p) =V (12.12)
pA(-p) = F (12.13)
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pla|prg|~(pAg) | ~p]| g | (=p)V(~9)
F|F| F 1% V|V 1%
F|V]| F 1% V [ F 1%
VIF| F 1% F |V v
VIiv] Vv F F | F F

Tabla 12.3: Tabla de verdad para demostrar la segunda ley de D’Morgan. Observe que la columna de —(p A q)
(cuarta columna) y la columna de (—p) V (—¢) (la Gltima columna) son idénticas, en los cuatro renglones.

pla|pAg| ~(pAg) | —p | =g | (=p)V(~9)
0[o] o 1 1|1 1
01 0 1 1|0 1
1[0 0 1 0 | 1 1
11 1 0 00 0

Tabla 12.4: Tabla de verdad para demostrar la segunda ley de D’Morgan utilizando Os y 1s. Un 1 representa a V'
y un O representa a F'.

= Leyes distributivas:

pVignr) = (pVgOAPVT) (12.14)
pA(@vr) = (pAQV(pAT) (12.15)

En este caso, a diferencias del dlgebra numérica, existen dos propiedades distributivas.
= Leyes de D’Morgan:

(12.16)
—(pAg) = (=p)V(7q) (12.17)

i
S
<
Il
n
=
>
n
-y

Como ejercicio probemos la segunda de estas leyes, construyendo la tabla de verdad [I2.3]que contiene los
posibles valores que pueden tomar las variables p y ¢ y las expresiones: =(p A ¢) y (—p) V (—¢). Como
la columna con el encabezado —(p A ¢) y la columna con el encabezado (—p) V (—¢) son idénticas, en las
cuatro combinaciones de los valores de p y ¢, podemos concluir que ambas expresiones son equivalentes
l6gicamente. Es decir:

=(pAq) = (—p) V(~q)

En ocasiones también es frecuente utilizar un O para referirse a /' y un 1 para representar a V', como
se muestra en la tabla Esta representacion tiene la ventaja de que los valores de p y ¢ siguen una
numeracién binaria: 00, 01, 10 y 11, una combinacién por renglén. En el caso de 3 variables, la tabla
tendria 8 renglones: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110y 111.

= Leyes de D’Morgan extendidas:

“(p1VpeV...Vpp) = (7p1) A(mp2) A A (2pn) (12.18)
“(pr Apa A App) = (p1)V(op2) V...V (—pn) (12.19)
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Como ejercicio, veamos el siguiente caso que involucra tres proposiciones: p1, p2 vy p3 y una doble aplica-
cién de la ley D’Morgan para llegar a la version extendida de la ley D’Morgan:

= —(p1Vp2Vps)

= —(p1V(p2Vps))
—p1 A =(p2 V p3)
= —p1 A p2 Ap3

=(p1Vp2Vp3
(P1Vp2Vps
(
(

—_

—(p1Vp2Vps
—(p1Vp2Vps

)
)
)
)
= Propiedades relativas a la implicacion:

p—q = (-p)Vg (12.20)
pP—q (—q) — (-p) (12.21)

Utilizando la técnica de construir la tabla de verdad se pueden demostrar ficilmente estas propiedades o
leyes.

Enseguida utilicemos estos conceptos de proposiciones légicas y sus operaciones para abordar el tema de conjun-
tos.

12.2. Conjuntos

En nuestra vida cotidiana utilizamos con frecuencia conjuntos para referirnos a una coleccién de objetos distintos.
Enseguida se presentan algunos ejemplos:

= El conjunto V' de las vocales: V' = {a, e, i, 0,u}. Decimos que a, e, i, 0, u son elementos del conjunto V'
o que pertenecen al conjunto V.

El conjunto D de los digitos decimales: D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

El conjunto N de los nimeros naturales: N = {1,2,3,...}. Donde los tres puntos seguidos representa que
sigue el 4, el 5, el 6, etc.

El conjunto Z de los niimeros enteros: Z = {...,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...}
= El conjunto Z~ de los nimeros enteros negativos: Z~ = {... — 3, -2, -1}

El conjunto vacio es el conjunto que no tiene elementos y se denota por el simbolo especial (), o bien {}.

Observe que se utilizan las letras mayusculas para referirse a conjuntos y letras mindsculas para referirse a ele-
mentos del conjunto. Para representar que el elemento a pertenece al conjunto V' se utiliza un simbolo especial
de pertenencia :

acV

La expresion b € V se leé como “b pertenece al conjunto V. Si aprovechamos nuestros conocimientos de 16gica,
decimos a € V es una proposicion légica con valor de verdad V. Sin embargo, b € V es falsa, puesto que no
existe el elemento b en el conjunto V' de las vocales. En este caso, podemos emplear el simbolo de no pertenencia:

beV
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La expresion b ¢ V' se leé como “b no pertenece al conjunto V” y es equivalente a la operacion de negacion logica
sobre la expresion de pertenencia:

bdV=no(beV)

Podemos también expresar conjuntos expresando una cierta propiedad que deben cumplir sus elementos. Por
ejemplo:

= El conjunto M de los niimeros naturales menores que 100: M = {z € N | (z < 100)}.
Esta representacion se leé como “el conjunto M formado por los nimeros naturales z, tal que z es menor
que cien” e indica que el conjunto M se integra por todos aquellos elementos x que pertenecen al conjunto

N de los nimeros naturales y que cumplen la proposicion 16gica (x < 100). El resultado es el conjunto
M =1{1,2,...,99}.

= El conjunto D de los digitos decimales: D = {z € Z | (z > 0) A (x < 9)}.

En este caso el conjunto D se integra por todos aquellos elementos = que pertenecen al conjunto Z de los
nimeros enteros y que ademas es cierta la proposicion logica (x > 0) A (z < 9). El resultado es el mismo
conjunto D mencionado anteriormente.

= El conjunto @ de los nimeros racionales: Q = {r € R| (z =Z)AN(n€ Z)AN(d € Z) N (d # 0)}.

Es decir, el conjunto () se integra por todos aquellos elementos « que pertenecen al conjunto de los nimeros
reales R, y que ademas se pueden expresar como la divisién de dos enteros, siendo el denominador diferente
de cero.

Para representar que un conjunto se integra por ciertos elementos x que pertenecen a un conjunto Universo y que
ademds cumplen una propiedad representada por p(z), se utilizan frecuentemente las siguientes notaciones:

A = {zeU]|p)} (12.22)
A = {z|p)} (12.23)

En la dltima representacion se omite la mencion al conjunto Universo, se considera implicita. El conjunto universo
se refiere al conjunto que contiene todos los posibles elementos en los cuales estemos interesados, podrian ser
nimeros, personas, seres vivos, etc.

En la siguiente seccion veremos que a p(x) se le denomina predicado y corresponde a una funcién proposicional,
una funcién que depende del valor de x para que se vuelva una proposicion légica.

Un conjunto A es una coleccidon no ordenada de objetos distintos a;, az, a3, ... a, y se representa
como:
A= {al, asz, ag, ... an}
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12.2.1. Operaciones sobre conjuntos
Union de dos conjuntos

La unién de dos conjuntos A y B, denotada por A U B (se leé como “A unién B”), es un nuevo conjunto que
contiene a todos los elementos contenidos en A 6 en B. Utilizando nuestros conocimientos de 16gica, podemos
expresar la unién de los conjuntos A y B como sigue:

AUB={ze€U|(x€ A)V (z € B)} (12.24)

Decimos que el nuevo conjunto contiene a todos aquellos elementos = que pertenecen al conjunto universo y que
cumplen la condicién de que x pertenece a A o x pertenece a B. Es decir, el elemento x debe tomar cierto valor
tal que la expresion logica (x € A) V (x € B) = V, para que ese valor pertenezca al conjunto de la unién.

Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6} y B = {5,6,7, 8}, entonces:

AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8}

Figura 12.3: La region sombreada indica los elementos que pertenecen al conjunto A U B.

Con el apoyo de los diagramas de Venn Euler se puede visualizar ficilmente esta operacién de unién. La figura
[I2.3Imuestra el conjunto universo como un gran rectingulo que contiene todos los posibles elementos de cualquier
conjunto. Los conjuntos A y B se representan como circulos que contienen a sus elementos. Asi, el conjunto A
contiene a los elementos 1, 2, 3, 4, 5y 6. El conjunto B contiene a los elementos 5, 6, 7 y 8. El conjunto unién
de Ay B es el conjunto representado por la region sombreada. Es decir, el resultado es un nuevo conjunto que
contiene a todos los elementos de A y también a todos los elementos de B. Note que los elementos en el nuevo
conjunto sélo aparecen una vez, ya que por definicién un conjunto tiene elementos distintos.

Interseccion de dos conjuntos

La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada por A N B (se leé como “A interseccién B”), es un nuevo
conjunto que contiene a todos los elementos comunes que pertenecen tanto a A como a B. Utilizando nuestros
conocimientos de 16gica, podemos expresar la interseccion de los conjuntos A y B como sigue:

ANB={zeU|(zeA)A(zeB)} (12.25)
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Decimos que el nuevo conjunto contiene a todos aquellos elementos x que pertenecen al conjunto universo y que
cumplen la condicién de que x pertenece a A y x pertenece a B. Es decir, el elemento x debe tomar cierto valor
tal que la expresion logica (z € A) A (z € B) = V, para que ese valor pertenezca al conjunto de la interseccion.
Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6} y B = {5,6,7, 8}, entonces:

ANB ={5,6}

La Figura [12.4] muestra el conjunto interseccién de A y B como el conjunto de la regiéon sombreada. Es decir, el
resultado es un nuevo conjunto que contiene a todos los elementos comunes al conjunto A y al conjunto B.

U A B

Figura 12.4: La region sombreada indica los elementos que pertenecen al conjunto A N B.

Cuando sucede que A N B = (), decimos que los conjuntos A y B son conjuntos disjuntos.

Cardinalidad de un conjunto

La cardinalidad de un conjunto S se denota mediante |S| (se leé como “cardinalidad de S”) y corresponde a la
cantidad de elementos que tiene el conjunto. Por ejemplo:

= Si A ={a,b,c},entonces |A| = 3.
= |(] = 0. La cardinalidad del conjunto vacio es 0.

= En el caso del conjunto de nimeros naturales, N, su cardinalidad es infinita.

Cardinalidad de la unién de dos conjuntos

Es interesante preguntarse como se puede calcular la cardinalidad de la unién de dos conjuntos. En los ejem-
plos de unién e interseccién de conjuntos presentados anteriormente, tenemos que A = {1,2,3,4,5,6}, B =
{5,6,7,8}, AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8} y AN B = {5,6}. Veamos sus cardinalidades: |A| = 6, |B| = 4,
|[AUB| =8y |ANB|=2.

Si sumamos | A| y | B| habremos contabilizado dos veces la parte comun. Para resolver este exceso, podemos restar
la cantidad de elementos comunes, |A N B|. Es decir:

|AUB| = |A| + |B| - |An B (12.26)
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De esta forma obtenemos el resultado correcto para nuestro ejemplo:

|AUB| = |A|+|B|—-]ANBj
|JAUB| = 6+4+4-2
|JAUB| = 8

Si observamos nuevamente la figura[12.3] podemos darnos cuenta que el razonamiento es correcto.

Complemento de un conjunto

El complemento de un conjunto A, denotada por A€ (se leé como “A complemento”), es un nuevo conjunto que
contiene a todos los elementos que no pertenecen al conjunto A. Es decir:

A={xecU|x ¢ A} (12.27)
Por ejemplo, si U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y A ={1,2,3,4,5,6}, entonces:

A°=1{0,7,8,9}

La Figura muestra el conjunto A — B como la region sombreada. Es decir, el conjunto A€ contiene todos los
elementos de U que no estén en A.

U

Figura 12.5: La region sombreada indica los elementos que pertenecen al conjunto A€,

Resta de dos conjuntos

La resta o diferencia de dos conjuntos A y B denotada por A — B (se leé como “A menos B”), es un nuevo
conjunto que contiene a todos los elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen al conjunto B. Es
decir:

A—B={zecU|(xe€ A)A(z ¢ B)} (12.28)

Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6} y B = {5,6,7, 8}, entonces:

A—B=1{1,2,3,4}
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Figura 12.6: La region sombreada indica los elementos que pertenecen al conjunto A — B.

La Figura [12.6 muestra el complemento del conjunto A — B como la regién sombreada. Es decir, el conjunto
A — B contiene al conjunto A quitando los elementos que pertenecen al conjunto B.

Podemos desarrollar un poco la definicion de la resta (ecuacion [12.28]) para encontrar otra forma de calcular la
resta:

{reU|(xeA)A(x ¢ B)}
{reUl|(xe AN (xe B}

A—
A—
A—-B = AnB° (12.29)

DWW
Il

Donde el primer cambio se realizé en virtud de que si x ¢ B, entonces por la definicién de B¢, se infiere que
x € B°€. El segundo cambio se infiere de la definicion de interseccion, solo que en lugar de B, aparece B°.

Para continuar en el desarrollo de la teoria de conjuntos nos hace falta avanzar un poco més en el tema de 16gica,
objeto de la siguiente seccién.

12.3. Légica de predicados

La expresion x > 3 se vuelve una proposicion légica s6lo cuando = toma cierto valor. Decimos que x > 3 es
una funcién propesicional o predicado. Utilizando el formato para especificar una funcién, podemos decir, por
ejemplo, que el predicado p(x) se define como sigue:

p(z) = (x = 3)

Veamos que pasa cuando x toma algunos valores:

s =0

p(0)=(0=3), p(0) = F
m =3

p3)=(323), p(3) =V
mx =4
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Veamos otro ejemplo. El predicado q(x) definido como sigue:
q(z) = (2* > 4)

Veamos que pasa cuando x toma algunos valores:

Veamos ahora un ejemplo que involucra a dos variables, el predicado r(x, y) definido como:

r(z,y) = (x =y)

Veamos que pasa cuando x y y toman algunos valores:

Un predicado p(x) es una expresion que se vuelve una proposicion 16gica cuando la variable de entrada
x toma un valor.

12.3.1. Expresiones logicas cuantificadas

En muchas ocasiones se requiere saber si un predicado p(x) es cierto para todos los valores que puede tomar la
variable x.

Sea D el conjunto de valores posibles que puede asumir la variable x, por ejemplo D = {1,2,3}. Si deseamos
calcular si el predicado p(x) es cierto para todos los valores que puede asumir la variable z, lo podemos hacer de
la siguiente forma:

v =p(1) Ap(2) Ap(3)

Solamente cuando p(1) = V, p(2) = V y p(3) = V, entonces el resultado de las conjunciones sera V, y por lo
tanto v = V. En ese caso decimos que el predicado p(x) se cumple para todo z en el dominio D.
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Cuantificador universal

Para escribir en forma simplificada que el predicado p(x) se cumple para todo z, se utiliza un simbolo especial:
V, conocido como cuantificador universal:

v = Vzep p(x)

La expresion Ve p p(x) se leé como “para todo x en D se cumple p de x”. Es decir, el simbolo V es una abreviatura
de las operaciones A con los predicados de todos los posibles valores de x, en el dominio D:

v = Vep p(z) (12.30)
p(1) Ap(2) Ap(3) (12.31)

v

El resultado es falso cuando existe al menos un valor de « donde p(z) = F'. Por ejemplo, si solamente p(1) = F,
tenemos:

p(1) Ap(2) Ap(3)
FAVAV
(FAV)AV
FAV

= F

e e e e <
Il

Cuantificador existencial

Por otro lado, si deseamos calcular si el predicado p(z) es cierto para al menos uno de los valores que puede
asumir la variable x, lo podemos hacer de la siguiente forma:

v=p(1) Vp(2)Vp(3)

Solamente cuando p(1) = V 6 p(2) = V 6 p(3) = V, entonces el resultado de las disyunciones serd V', y por lo
tanto v = V. En ese caso decimos que existe al menos un valor de  que hace que el predicado p(z) sea V.

Para escribir en forma simplificada que el predicado p(z) se cumple para al menos un valor de z, se utiliza un
simbolo especial: 3, conocido como cuantificador existencial:

v = Jzep plx)

La expresion 3,¢p p(z) se leé como “existe algin x en D que cumple p de x”. Es decir, el simbolo 3 es una
abreviatura de las operaciones V con los predicados de todos los posibles valores de z, en el dominio D:

v

Jeep p(x) (12.32)
p(1) Vp(2) Vp(3) (12.33)

v

Es decir, la expresion cuantificada existencialmente es falsa cuando para todos los valores de z se tiene p(z) = F'
y es verdadera cuando existen uno o mas valores de x en los cuales se cumple que p(z) = V. Por ejemplo, si
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solamente p(1) = V, tenemos:

= p(1)Vp(2) v p(3)
= VVFVF
(VVFE)VF

= VVF

=V

< 2 e e e
I

Negacion de expresiones cuantificadas

Es interesante ver que sucede cuando se niegan expresiones cuantificadas. Por ejemplo:

= Negacion de una expresion cuantificada universalmente:

~(Vzep p(z)) = —(Vzep p(z))

~(Vaep p(x)) = —(p(1) Ap(2) Ap(3))

~(Veep p(x)) = (=p(1))V (=p(2)) V (-p(3))

~(Veep p(z)) = Jpep (—p(x)) (12.34)

Donde para deducir esta expresion se ha aplicado la ley de D’Morgan extendida. La expresion cuantificada
universalmente es falsa (y su negacién es verdadera) cuando existe uno o més valores de = que hacen que
p(z) = F.

= Negacion de una expresion cuantificada existencialmente:

~(Fzep p(z)) = —(Fuep p(z))

—(Fzep p(z)) = ~(p(1) Vp(2) Vp(3))

~(Fzep p(z)) = (=p(1)) A (=p(2)) A (=p(3))

~(Fzep p(x)) = Viep (—p(z)) (12.35)

Es decir, La expresion cuantificada existencialmente es falsa (y su negacién es verdadera) cuando para todos
valores de z se tiene p(x) = F.
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Cuantificadores. Sea D = {d, do, ...d,, } el conjunto de valores que puede tomar la variable x.
El cuantificador universal, denotado como V, de un predicado p(z) expresa que el predicado es verda-
dero para todos los valores de z. Es decir:

Veep p(x) = p(di) Ap(da) A...Ap(dy) (12.36)

El cuantificador existencial, denotado como 3, de un predicado p(x) expresa que el predicado es ver-
dadero para al menos un valor de z. Es decir:

Jzep p(x) = p(di) Vp(d2) V...V p(dy) (12.37)

Al negar expresiones cuantificadas se tiene lo siguiente:

~(Veep p(z)) = Fuzep (—p(x)) (12.38)
~(Jzep p(x)) = Vaep (—p(2)) (12.39)

Ejemplos de expresiones cuantificadas

Mediante expresiones cuantificadas podemos expresar claramente algunos conocimientos en matematicas:

= El producto de cualquier nimero por O es O:

VIER (.CL'*O:O)

= El O es el neutro aditivo:
vaR (l‘ +0= 'I)

= El 1 es el neutro multiplicativo:
Veer (x*x1=2x)

= Cada nuimero real tiene un inverso aditivo:

Veer (Jyer (2 +y =0))

Esta expresion representa que para cualquier nimero real x existe un nimero real y que hace verdadera
la igualdad (x + y = 0). Veamos con detalle esta expresion que contiene cuantificadores anidados, una
expresion cuantificada dentro de otra expresion cuantificada. Veamos que ocurre cuando la variable x toma
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algunos valores:

Veer(yer (x+y=0)) = ...A

Para ver que ocurre, veamos por ejemplo, la segunda de estas expresiones con el cuantificador existencial,
cuando y toma algunos valores:

Gyer (=1+y=0))
Gyer (=1+y=0))
Gyer (=1+y=0))

V(14 (D) =0V (-1+0=0)V(—1+1=0)V...
...VFVFVVV...
v

Lo mismo ocurre para todas las demds expresiones, son verdaderas, porque siempre existe un nimero y que
sumado a x el resultado es 0. De -2 es 2, de -1 es 1,de O es 0, de 1 es -1, de 2 es -2, etc. Por lo tanto, el
resultado final de la expresion es:

Veer(Byer (x+y=0) = ... AVAVAVAVAVA...
Vocr(Byer (z+y=0) = V

= La suma de numeros reales es conmutativa:
Veer(Vyer (v +y =y + 1))

Esta expresion representa que para cualquier nimero real x y para cualquier ndmero real y, la propiedad
conmutativa: (z +y = y + x) es verdadera.

En este caso, también se podria haber utilizando el predicado p(z,y) = (z +y = y + =) para expresar la
propiedad conmutativa:

vmeR(vyeR P(xa y))

Con estos elementos adicionales de 16gica, volvamos a los conjuntos.

12.4. Operaciones adicionales de conjuntos

A continuacidn se presentan algunas operaciones adicionales sobre conjuntos.
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12.4.1. Subconjunto

Definamos que un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B, denotado como A C B (se leé como “A es
subconjunto de B”’) cuando todos los elementos del conjunto A también son elementos del conjunto B.

Observemos que A C B es una proposicion logica y puede tener el valor V' o F'. Utilizando nuestros conocimien-
tos anteriores, se puede expresar como:

ACB=Vey ((x € A) — (x € B)) (12.40)
Veamos un ejemplo. Sea el conjunto universo U = {1, 2, 3}, el conjunto A = {1, 2}, el conjunto B = {1,2,3} y

calculemos si el conjunto A es subconjunto de B, recordando la tabla de verdad de la implicacion 16gica (—) y el
significado del cuantificador universal (V):

ACB = Yy ((x€ A) — (x € B))

ACB = ((1€eA)—-(1eB)N((2€A)—>(2€eB))N((B€A)—>(3€B))
ACB = (VoV)ANV =SV)A(F=YV)

ACB = VAVAV

ACB =V

Lo cual significa que si se cumple que A es subconjunto de B. Usando un diagrama de Venn, la situacién seria

como se presenta en la figura[I2.71 Podemos observar que para que A sea subconjunto de B, A debe estar dentro
de B.

Figura 12.7: El conjunto A es subconjunto del conjunto B.

Es interesante preguntarnos si el conjunto vacio es subconjunto de otro conjunto. Sea el conjunto universo U =

{1,2,3}, el conjunto () = {}, el conjunto B = {1, 2,3} y calculemos si el conjunto vacio, (}, es subconjunto de
B:

0 CB = Yeev ((x€0) — (x € B))

0CB = (1€ed)—-1eB)AN(2€0)—>(2eB)A((3€0) — (3€B))
PCB = (F>V)AF—=V)A(F—=YV)

CB = VAVAV

0B =V
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Este resultado se obtiene al considerar que el resultado de la implicacion p — g es V, cuando p = F', indepen-
dientemente del valor de ¢. Si B = (), habriamos obtenido el mismo resultado. Esta situacion se ilustra en la figura

2.8

Figura 12.8: El conjunto () es subconjunto del conjunto B.

El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto, inclusive de si mismo.

Sea A ={1,2,3} y B = {1,2,3}. Se puede comprobar facilmente que A C B también es cierta en este caso.

Ahora consideremos el siguiente caso: A = {2,3} y B = {1,2}, es decir B no tiene el elemento 3, que si se
encuentra en A. Veamos:

ACB = Vyerv (€ A) = (x € B))

ACB = ((1€eAd)—-(1eB)AN((2€A) - (2€B)N((3€A) — (3€B))
ACB = (F=>V)ANV =>V)A(V = F)

ACB = VAVAF

ACB = F

Para que A C B sea falsa, basta con tener un solo caso donde la implicacién tome la forma V' — F, lo cual
ocasiona que dicha implicacién tenga como resultado F', y por lo tanto el resultado de todas las conjunciones sea
F.

12.4.2. Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. Utilizando el concepto aprendido de subconjunto,
decimos que los conjuntos A y B son iguales, denotado como A = B, si se cumple que A C By también que
B C A. Es decir, todos los elementos de A estdn en B y también todos los elementos de B estan en A. En forma
16gica, la igualdad de los conjuntos A y B se define como:

(A=B)=(AC B)A(BC A) (12.41)

Si (A = B) = F, también se dice que A # B (se leé como “A no es igual a B”).
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12.4.3. Subconjunto propio

Un subconjunto A es un subconjunto propio del conjunto B, denotado como A C B (se leé como “A es subcon-
junto propio de B”) si se cumple que A es subconjunto de B y A no es igual a B. Es decir:

(ACB)=(AC B)A(A+B) (12.42)

La figura[I2.7]ilustra el caso de que A C B es cierto. Se requiere al menos un elemento en B que no esté en A.

El lector puede apreciar la semejanza entre a < by A C B. En el primer caso el nimero a es menor o igual que
el nimero b; en el segundo caso, el conjunto A se encuentra dentro de B y es mas pequefio o igual al conjunto B.

Ocurre lo mismo con a < by A C B. En el primer caso el nimero a es menor que el nimero b, en el segundo
caso, el conjunto A es mas pequefio y estd dentro del conjunto B (no son iguales).

12.4.4. Conjunto potencia

El conjunto potencia de un conjunto A, denotado como P(A) (se leé “Conjunto Potencia de A”) contiene a todos
sus posibles subconjuntos. Es decir:
PA)={zeU|xzC A} (12.43)

Veamos algunos ejemplos:

P(0) = {0}. Recuerde que 0 C 0.
P({a}) = {0,{a}}

» P({a,b}) = {0, {a}, {0}, {a,b}}
P({a,b,c}) = {0, {a},{b},{c} {a, b}, {a, c}, {b,c}, {a, b, c}}

El lector se puede dar cuenta que si A tiene n elementos, entonces | P(A)| = 2". Es decir:

|P(A)| = 2l (12.44)

12.5. Propiedades de las operaciones sobre conjuntos

Las operaciones sobre conjuntos tienen propiedades similares a las operaciones 16gicas. La unién reemplaza a la
disyuncién, la interseccion reemplaza a la conjuncién, el complemento reemplaza a la negacién, el conjunto vacio
reemplaza a F'y el conjunto universo reemplazaa V.

Si A, B'y C son conjuntos y U es el conjunto universo, se cumplen las siguientes propiedades:

= Leyes conmutativas:

AUB = BUA (12.45)
ANB = BNA (12.46)
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= Leyes asociativas:
AUB)UC AU(BUC (12.47)
AnB)NC AN(BNCQO) (12.48)
= Ley de doble complemento:
(A9)°=A (12.49)
= Leyes de complemento para U y ():
0c = U (12.50)
ue =10 (12.51)
= Leyes de identidad:
AU = A (12.52)
AnNU = A (12.53)
= Leyes de dominacion:
AuU = U (12.54)
AN = 0 (12.55)
= Leyes de idempotencia:
AUA = A (12.56)
ANA = A (12.57)
= Leyes de complementacion:
AUA® = U (12.58)
ANA® = (12.59)
= Leyes distributivas:
Au(BnC) = (AUB)N(AUB (12.60)
AN(BUC) = (ANB)U(ANB (12.61)
= Leyes de D’Morgan:
(AUB) = A°NnB° (12.62)
(ANB)¢ = A°UB° (12.63)

Como ejercicio probemos la segunda de estas leyes, utilizando una tabla similar a la tabla de verdad que
utilizamos en la 16gica proposicional. En este caso se llama tabla de membresia. La tabla de membresia
contiene en los encabezados de cada columna un conjunto y estd llena de ceros y unos. La tabla
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A[B[ANB [ (ANB) | A° | B° | A°U B°
00| 0 1 1] 1 1
011 0 1 1 0 1
110 0 1 0 1 1
11| 1 0 00 0

Tabla 12.5: Tabla de membresia para demostrar la segunda ley de D’Morgan. Observe que la columna de (AN B)¢
(cuarta columna) es idéntica a la tltima columna de A¢ U B°€.

contiene cuatro renglones, uno por cada region diferente donde se puede encontrar un posible elemento del
conjunto universo.

En el primer renglén se representa a un elemento que no pertenece al conjunto A (representado por un 0
en la columna de A) y tampoco pertenece al conjunto B (representado por un O en la columna de B). En
este caso, dicho elemento no pertenece al conjunto A N B y se anota 0 en dicha columna. Sin embargo,
si pertenece al conjunto (A N B)¢y se anota 1 en dicha columna. Por otro lado este elemento pertenece a
A€, se anota un 1 en esa columna; y también pertenece a B, se anota 1 en esa columna. Finalmente este
elemento si pertenece al conjunto A° U B¢, anotando 1 en la tltima columna.

El segundo rengldon contiene el caso de un elemento que pertenece a B, pero no a A. El tercer renglén
contiene el caso de un elemento que pertenece a A, pero no a B. Finalmente el dltimo renglén aborda el
caso de un elemento que pertenece tanto a A como a B. El procedimiento descrito para el primer renglon se
repite para los otros 3 renglones. Al final podemos observar que la cuarta columna y la dltima son iguales,
indicando que ambos conjuntos son iguales, debido a que se comportan en igual forma para cualquier
elemento del conjunto universo. Es decir:

(ANB) = A°UB°

Utilizando esta técnica de construir tablas de membresia se pueden demostrar facilmente las propiedades o
leyes de los conjuntos que se han mencionado.

= Propiedades de la inclusion:

0 < 0 (12.64)
) c A (12.65)
A C A (12.66)
(ACB)A(BCC) — (ACCQO) (12.67)

La dltima propiedad indica que si A es subconjunto de B y B es subconjunto de C, entonces A es subcon-
junto de C.

Enseguida utilicemos estos conceptos de conjuntos y sus operaciones para abordar el tema del producto cartesiano
y funciones.

12.6. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado como A x B (se leé como “A cruz B”) se define como
el conjunto de todos los pares ordenados p = (a, b), cuyo primer elemento a pertenece a A y segundo elemento b
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pertenece a B. Es decir:
AxB={p|(p=(a,b))N(a€ A)A(be B)} (12.68)

Veamos un ejemplo. Si A = {a,b,c} y B = {1, 2}, tenemos:

A x B ={(a,1),(a,2),(b1),(b,2),(c,1),(c,2)}

La figura ilustra el producto cartesiano A x B, donde cada flecha representa un par ordenado. Por ejemplo,
la flecha superior representa el par ordenado (a, 1).

A B
I'
Figura 12.9: El producto cartesiano A x B. Cada flecha representa un par ordenado.

Anteriormente ya hemos utilizado pares ordenados para representar las coordenadas de un punto en el plano
cartesiano. En este caso tenemos:

RxR={p|(p=(z,y) ANz € R)A(y € R)}

de manera que este producto cartesiano contiene todos los puntos en el plano cartesiano.

12.7. Funciones

Se define una relacién del conjunto A al conjunto B como cualquier subconjunto del producto cartesiano A x B.
Dentro de las posibles tipos de relaciones, un tipo de relacion especial muy importante es una llamada funcion.

Una funcién f del conjunto A al conjunto B, denotada como: f : A = B, es un subconjunto del producto
cartesiano A x B que ademads satisface la siguiente condicion:

vxEAvy1Eva2€B ((($7y1) € f) A ((:BayQ) € f)) — (yl = y2) (1269)

En otras palabras, si la pareja (z,y;) pertenece a la funcion f y también la pareja (z, y2) pertenece a la funcién
f, entonces necesariamente se debe cumplir que y; = y». Es decir, para un valor de x sélo puede corresponder
un Unico valor de y (no dos). Recuerde que esta definicion es consistente con la definicién de funcion dada en la

seccion[8.8.31

Al conjunto A se le llama dominio de la funcion y al conjunto B se le llama codominio de la funcion. También
se dice que la funcion realiza un mapeo de A a B. Si la pareja(x, y) pertenece a la funcion, también se usa con
frecuencia la notacién f(z) = y.
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Por ejemplo la relacion que contiene todo el producto cartesiano de la figura[12.9Ino es una funcién porque existen
las parejas (a, 1) y (a, 2). Es decir, de cada elemento de A salen dos flechas. Para que sea funcién solo puede salir
una tnica flecha de un elemento de A.

Si f = {(a,1),(b,1),(c,1)}, entonces f si es una funcién. Esta funcién también se puede especificar como:
fla) =1, f(b) =1y f(c) = 1.
Si la funcidn esta definida para todos los elementos del dominio, se denomina funcién total. Si no estd definida

para algunos elementos del domino, se denomina funcién parcial. En el resto de esta seccion s6lo consideraremos
funciones totales.

Veamos ahora algunos tipos de funciones especiales:
= Funciones inyectivas. En forma gréfica, en las funciones inyectivas los elementos del conjunto B reciben a

lo més una flecha. Si a algin elemento de B le llega mds de una flecha, entonces la funcién no es inyectiva.
En estas funciones se cumple la siguiente propiedad:

VireaVaoeaVyen ((21,9) € f) A ((22,9) € f)) = (21 = 22) (12.70)

o en sus formas equivalentes:

VireaVaea  (f(z1) = f(22)) = (21 = 22) (12.71)
VereaVesea (w1 # 22) = (f(21) # f(22)) (12.72)

donde la dltima expresion se ha obtenido al considerar la equivalencia[I2.2T]relacionada con la implicacién:
p — q = (—q) — (—p). De manera que la dltima expresién obtenida nos dice claramente: una funcién es
inyectiva si para cualquier par de flechas que parten de elementos diferentes de A, llegan a elementos
diferentes en B.

SiA={a,b,c}yB=1{1,2,3,4},1afuncién f : A = B definida por la funcién f = {(a, 1), (b,2), (¢,3)}
es inyectiva. La figura[I12.10]ilustra esta funcion.

|
Figura 12.10: Ejemplo de funcién inyectiva. A un elemento de B le llega a lo mds una flecha.

= Funciones sobreyectivas. En forma gréfica, en las funciones sobreyectivas a todos los elementos de B le
llega al menos una flecha. Si algiin elemento de B se queda sin llegarle una flecha, entonces la funcién no
es sobreyectiva. En estas funciones se cumple:

Vyen Foea((z,y) € f) (12.73)

o en su forma equivalente:
VyeB Feea(f(x) = y) (12.74)
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Figura 12.11: Ejemplo de funcién sobreyectiva. A todos los elementos de B les llegan flechas (una o més).

Es decir, para todo elemento y € B existe al menos un elemento = € A tal que f(x) = y.
Si A={a,b,c}yB={1,2},lafuncién f : A = B definida por f = {(a, 1), (b,2), (c,2)} es sobreyecti-
va, pero no inyectiva. La figura[12.11]ilustra esta funcion.

= Funciones biyectivas. Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Estas funciones son muy importantes en matemaéticas y tienen la propiedad de que existe una funcion in-
versa, denotada como f~! : B = A, que mapea de B a A. En forma grafica, la funcién f~! solamente
invierte la punta de las flechas de f, ahora van de B a A.

A

)

(a) Funcién f (b) Funcién !

Figura 12.12: Ejemplo de funcién biyectiva y su inversa.

Si A=/{a,b,c}yB={1,2,3},1afuncién f : A = B definida por la funcién f = {(a, 1), (b,2), (¢, 3)}
es inyectiva y sobreyectiva. Por lo tanto f es biyectiva. Su funcién inversaes: f~* = {(1,a), (2,b), (3,¢)}.
La figura[l12.12]ilustra ambas funciones.

Aplicaciones de las funciones biyectivas en la cardinalidad

Reconociendo que en una funcién inyectiva sale una flecha de cada elemento del dominio y llega a un elemento
del codominio, podemos inferir que la cardinalidad del dominio y el codominio son iguales. Es decir, podemos
probar que dos conjuntos tienen misma cardinalidad si encontramos que existe una funcién biyectiva entre ambos
conjuntos.

Esta propiedad de las funciones biyectivas es especialmente util para comparar la cardinalidad de conjuntos infini-
tos. Un conjunto infinito tiene la propiedad de que se puede encontrar una funcién biyectiva entre dicho conjunto
y uno de sus subconjuntos.
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Por ejemplo, la siguiente funcién f : N = P es una funcién biyectiva de los nimeros naturales IV a los nimeros
naturales pares P = {2,4,6,...}:

f = {1,2),(2,4),(3,6),...}
flz) = 2z

En otras palabras, N y P tienen la misma cardinalidad.

También se puede encontrar una funcién biyectiva del conjunto de los ndmeros naturales, NV, al conjunto de los
nimeros enteros, Z, y por lo tanto tienen la misma cardinalidad. El lector puede comprobar que la siguiente
funcion f : N = Z es biyectiva:

f=A{(1,0),(2,1),(3,-1),(4,2), (5,—-2),(6,3), (7,—-3), ...}

También se puede probar que el conjunto de los nimeros racionales también tiene la misma cardinalidad del
conjunto de los nimeros naturales. El lector interesado puede investigar la demostracién de que la cardinalidad
del conjunto de los nimeros reales es mayor que la cardinalidad de los ntimeros naturales. Es decir, hay mas
nlimeros reales que nimeros naturales, atin cuando ambos son infinitos. Se dice que los nimeros naturales son
numerables, es decir se pueden poner en secuencia: 1,2, 3, ..., mientras que esto no es posible en los nimeros
reales, no son numerables.

12.8. Ejercicios propuestos

1. Mediante la construccién de tablas de verdad, demuestre que las expresiones siguientes son equivalentes:

a)p—q=(-p) Vg
b) p— q=(—q) = (—p)

2. Mediante la construccion de tablas de verdad, demuestre que las expresiones siguientes son equivalentes:

a) pvVqg=qVp
by pANq=qAp
) (pvVgVr=pV(gVr)
d) pANgAT=pA(gAT)

e) 7(-p) =p
) pVF=p
8 pANV=p
hy pvVvV =V
i) pANF=F
D pPVp=p
ky pAp=p
hpV(p)=V
m) pA(-p) = F
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n) pV(gAr)=@VaegA(pVr)
A) pA(gVr)=@AqgV(pAT)
0) ~(pVq) = (-p) A (—q)
p) ~(pAq) = (-p)V (~q)

3. Exprese los siguientes conjuntos mediante la enumeracion de sus elementos:

a) P={zxe€Z|(x>0)}
by P={zxeZ| (x>
c) P={zeZ|(

4. Exprese los siguientes conjuntos mediante la enumeracién de sus elementos:

a) P={zxe€Z|-(x=0)}
by P={x € Z|(x>10)A (z < 20}
¢) P={xeZ|(z>10)V (z < 20}
d P={xeZ|(x>10)V(z <5}
e) P={zxe€Z|3pez (x=2xk+1)}
5. Exprese los siguientes conjuntos utilizando los dos formatos: 1) enumerando sus elementos y 2) especifi-
cando la propiedad o propiedades que tienen que cumplir los elementos para pertenecer al conjunto:
a) El conjunto de los niimeros enteros pares.
b) El conjunto de los nimeros enteros impares.
c) El conjunto de los nimeros enteros multiplos de 3.
6. Exprese los siguientes conjuntos utilizando los dos formatos: 1) enumerando sus elementos y 2) especifi-
cando la propiedad o propiedades que tienen que cumplir los elementos para pertenecer al conjunto:
a) El conjunto de los nimeros naturales que son cuadrados perfectos.
b) El conjunto de los niimeros racionales multiplos de %
7. Siel conjunto Universo U = {x € N | (x <20}, A={z e N|(z<10)},B={zx e N | (z <))},
C = {4,8,12}. Determine:
a) AUB
by AnNB
¢) A—B
d) A°
e) B¢
f) An B¢
9 (A—C)nBe
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8.

10.

11.

12.

13.

hy ACB

Si el conjunto Universo U = {x € N | (x <20}, A={z e N |(x <10)}, B={z € N | (z <5H)},
C = {4,8,12}. Determine:

a) ACB

by BCA

¢c) BCA

d (B-C)CA

e) P(CO)

f) BxC

g) CxB

h)y (Ax A)x A

Si V es el conjunto de las vocales y D es el conjunto de los digitos, determine:

a) |V x D|

b) Extienda el resultado anterior si |A| = m y | B| = n, para calcular: |A x B

El producto cartesiano de tres conjuntos Ay, Ao y As se define como:
A1 x Ag x Az = {(a1,a2,a3) | (a1 € A1) A (a2 € Az) A (a3 € A3)}
y de n conjuntos, como:
Ap X Ay x ... x Ay ={(a1,a2,...,an) | (a1 € A1) A (ag € A2) A ... A (ay € Ap)}

Determine la cardinalidad de A; x Ay x ... x A, en funcién de las cardinalidades de los conjuntos
A1, A, . A,

Las placas de un auto se forman con 4 letras mayusculas seguidas de 4 digitos. Si el alfabeto espafiol tiene
27 letras, determine:

a) El nimero de placas diferentes que se pueden tener.

b) El numero de placas que inician con M.

¢) El ndmero de placas que inician con PH.

d) El nimero de placas que terminan con 0.
Las placas de un auto se forman con 4 letras mayusculas seguidas de 4 digitos. Determine:

a) El nimero de placas que inician con M y terminan con 0.
b) El nimero de placas que terminan con 10.

¢) El nimero de placas que inician con M y terminan con 10.
d) El nlimero de placas que inician con M o terminan con O.

Determine si f es una funcién y en caso afirmativo, determine si la funcién es inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva:
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a) f:N=N, f(z)=x+1
by f: N = N, f(z) = 2*
o) f:Z= 7, flx) =2?

14. Determine si f es una funcidn y en caso afirmativo, determine si la funcidn es inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva:
a) f:Z=Z, flx)=x+1
by f:N=N, f(x)=2x—1
¢) f:R=R, f(zx)=+x
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Capitulo 13

Numeros complejos

Durante muchos afios, la solucién de la ecuacidn cuadratica:
224+1=0

presentd un reto a los matematicos, puesto que no existe ningiin nimero real cuyo cuadrado de como resultado
—1. El paso clave para resolver el problema fue introducir la existencia de la raiz cuadrada de —1. El matemadtico
y fisico suizo Leonhard Euler introdujo en 1777 el simbolo especial ¢ para representar a la raiz cuadrada de -1, de
manera que > = —1. De esta manera la ecuacién cuadritica anterior tiene como solucién x; = iy o3 = —i.

Hasta ahora hemos abordado los nimeros reales, aquellos que al elevarlos al cuadrado nos dan un nimero mayor
o igual a cero. En este capitulo se introducen los nimeros imaginarios, aquellos que al elevarlos al cuadrado el
resultado es un ndmero negativo.

Con los niimeros reales y los nimeros imaginarios se forman los nimeros complejos, identificindolos como
puntos en un plano.

13.1. Motivacion para la invencion de los niimeros complejos

Los ntimeros reales se utilizan para describir medidas precisas de cantidades fisicas, mientras que la raiz cuadrada
de un ndmero negativo parece no tener sentido fisico. Sin embargo, para sorpresa de los matemaéticos, para los
fisicos y los ingenieros del mundo, los niimeros complejos resultaron ser extraordinariamente utiles. Los nimeros
complejos hicieron posible resolver problemas en fisica y matemadticas: magnetismo, electricidad, calor, sonido,
gravedad y flujo de fluidos. Lo que importa en esos problemas no es s6lo lo grande que es cierta cantidad fisica,
la cual puede especificarse usando un nimero real, sino en que direccién apunta. Como veremos mds adelante,
los nimeros complejos viven en un plano y definen una direccién, del origen del plano al nimero complejo en
cuestién. Por lo tanto, cualquier problema en el que estdn involucradas direcciones en el plano es una aplicacién
potencial de los nimeros complejos, y la fisica estd llena de esos problemas (Stewart, 2016)).

Sobre estos nuevos niimeros complejos se tienen operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y raices;
como veremos a continuacion.
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13.2. Los nimeros imaginarios

Definamos los conjuntos de los nimeros reales, R, e imaginarios, I, como sigue:

R = {z|2*>0} (13.1)
I = {z]|2*<0} (13.2)
En los nimeros imaginarios, vamos a representar a la unidad imaginaria con un simbolo especial , 1, el cual

tiene la siguiente propiedad:
i’ =-1 (13.3)

Es decir, este nimero especial, ¢, al elevarlo al cuadrado, el resultado 7 * ¢ = —1. También se suele representar a
este nimero especial, ¢, como la raiz cuadrada positiva del niimero —1:

i=4+V-1 (13.4)

De manera que i = \/—1 * v/—1 = —1. La multiplicacién de un nimero real por i, sigue el concepto del
producto, como una suma repetida, teniendo a 0 como el neutro aditivo:

Ox7 = 0
2t = 0+e+1
31 = 0+i+i+1

El inverso aditivo de un niimero imaginario a es otro niimero imaginario b que sumado a a nos de 0. El inverso
aditivo de ¢ se denotard como —i, el inverso aditivo de 27 se denotara como —2¢, etc. De manera que se verifica:

i+(—i) = 0
2i+(—2i) =
También se conservan las propiedades que hemos visto anteriormente: el ndmero real 1 sigue siendo el neutro
multiplicativo: 1 * 7 = ¢; multiplicar por —1 nos da el inverso aditivo de un nlimero imaginario: —1 % ¢ = —1.
Como si el nimero 7 fuera cualquier otro niimero, sin olvidar la propiedad especial de que > = —1. Podemos

sumar los nimeros imaginarios como lo hacemos con los nimeros reales:
3i4+2i = (04+i+i+9)+0+i+4d)=0+i+i+i+i+i=>50
31— 21 (1+2)—2i=i4+(20—2))=i+0=1
8 —3i = (8—3)i=>5i

También podemos multiplicar un ndmero real por un nimero imaginario, siguiendo el mismo concepto del pro-
ducto como suma repetida y la propiedad asociativa del producto:

2%(3i)) = 0+4+3i+3i=6¢

2% (3i) = (2%3)i =067

'En ingenierfa eléctrica, donde el simbolo i se reserva para la corriente eléctrica, se utiliza la j para denotar la unidad imaginaria, en
lugar de la <.
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Veamos ahora algunos ejemplos de niimeros imaginarios y el resultado que se obtiene al elevarlos al cuadrado:

(0i)2 = 0% =0%(-1)=0

) - ()2 -(eD) -
) : :

) )
|
|
_

—~
L

.
o
I

—~

? = i
V2ip = « VD) x (i %)
(—V2i2 = (=V2i)* (=VZ i) = (—V2)(—v2)) % (i ¥i) = 2% (—1) = —2
(V3i)?? = (V3i)x(V3i)=(V3%V3)x(ixi)=3%i>=3x(—1)=-3
(—V3i)2 = (=VBi)*(—V3i) = ((—V3)(=V3)) % (ixi) =3 (-1) = -3
(20)2 = (20)%(29)=(2%2) x(i*i)=4x%(-1)=—4
(=24)% = (=20 % (=20) = ((=2) % (=2)) * (i%i) =4 (=1) = —4
De manera que las dos raices cuadradas de —1 son +v/—1 = iy —/—1 = —i, las dos raices cuadradas de —4 son
++v/—4 = 2iy —/—4 = —2i, etc. Ahora efectuemos el proceso contrario, pasar de la raiz cuadrada de un niimero

negativo a la representacion utilizando la unidad imaginaria i, aprovechando nuestros conocimientos anteriores
sobre nimeros reales:

V-1 = i

V=2 = V(-1 =v2V-1=v2i
V=3 = VB (D) =v3v/-1=+3i
V-1 = V() =VaV-T =20

Sin olvidar que las raices negativas son: \/—1 = —i, /=2 = —V21i,/=3=—31i,etc.
De esta forma, un niimero imaginario b se puede representar como:
b=yx*i (13.5)

Donde y es un ntimero real (y € R). La figura presenta el conjunto de los nimeros imaginarios como una
recta numérica, donde en el centro se ubica el niimero real 0 y los puntos a su derecha corresponden a los ndimeros
y *x 1 (paray > 0) y los puntos a su izquierda corresponden a los ndmeros ¥ * ¢ (para y < 0).

] >
| | | | | | -
=31 21 —i 0 i 21 3i

Figura 13.1: La recta numérica de nimeros imaginarios.
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Los nimeros imaginarios tienen la forma: yi, done y € R e i es la unidad imaginaria que tiene la
siguiente propiedad:
i?=—1

De manera que (yi)?> = —y? es un nimero negativo o cero.

Ahora pasemos a los niimeros complejos.

13.3. Los nimeros complejos

El conjunto de los nimeros complejos, C, se define como el producto cartesiano del conjunto de los niimeros
reales, R, con el conjunto de los nimeros imaginarios /:

C = RxI={z|(z=(z,yi))N(xe R)A(yi € 1)} (13.6)

Es decir, un nimero complejo z es un par ordenado, también llamado vector de dos componentes, donde el
primer elemento o componente (x) es un nimero real y el segundo elemento o componente (y¢) es un nimero
imaginario o 0. Para representar el nimero complejo z = (z, yi) también se utiliza la notacién como binomio:

(x,yi) =z +yi (13.7)
Im
6' —_
' zZ,=7+5i
. B i T
4+ |
3 }
z,=3+2i !
21 - H !
i T } |
| —
-1 | 1 2 3 4 5 6 7 8 Re
i

Figura 13.2: Los ndmeros complejos 21 = 3 + 2i y 29 = 7 + 57 son representados como puntos en el plano
complejo.

En forma similar a la representacion de un elemento del producto cartesiano 2 X R como un punto en el plano
cartesiano, podemos representar un nimero complejo z = x + y¢ como un punto en el plano complejo mostrado
en la figura[I3.2] El eje 2 horizontal corresponde a la componente real (etiquetado en la figura como Re) y el eje
y vertical (etiquetado en la figura como Im) corresponde a la componente imaginaria. En la figura se muestran los
puntos 21 = 3 + 21y 2o = 7 + 57. Los ejes se cruzan en el punto 0 + 0.
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Un nimero real ¢ y un niimero imaginario bé son nimeros complejos (siendo nula la otra parte):

a = (a,00))=a+ 0)i=a
bi = (0,bi)=0+bi=bi

El nimero real a se ubica como un punto sobre el eje x y el nimero imaginario bz como un punto en el eje vertical
del plano complejo.

Un nimero complejo es un par ordenado de la forma:

(z,yi)

Donde z es un ndmero real y yi es un nimero imaginario. Un nimero complejo z también se puede
expresar como un binomio:
z2=x+ Yl

13.3.1. Igualdad de nimeros complejos

Como un nimero complejo es un punto en el plano complejo, para que dos nimeros complejos sean iguales, deben
corresponder al mismo punto. Si z; = x1 + Y11y 22 = T3 + Y21 son dos ndmeros complejos, este requerimiento
se expresa como sigue:

(z1 = 22) = ((x1 = 22) A (y1 = y2)) (13.8)

En otras palabras, para que z; = 29 sea cierta, sus componentes reales deben ser iguales y también sus compo-
nentes imaginarias deben ser iguales. De otra forma, z; # zo.

Dos niimeros complejos son iguales si sus respectivas componentes reales e imaginarias son iguales.

13.3.2. Representacion de un niimero complejo como vector

La figura[13.3|muestra otra forma de representar el nimero complejo z = (x, yi), conocida como forma vectorial
o forma polar. El nimero z se puede expresar como el par ordenado o vector siguiente:

r=(r0)

Este vector r (observe la letra negrita para denotar vectores) esta representado en la figura por la flecha que parte
del origen y se dirige al punto z. Donde r es un nimero real positivo, llamado magnitud o médulo del niimero
complejo z y mide la distancia del origen del plano complejo al punto z. A la magnitud r del nimero complejo 2
también se representa como |z|.
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El dngulo € (entre -180 y 180 grados), llamado también argumento o fase del nimero complejo z, es el angulo
que forma el vector r con respecto al eje real positivo (eje x horizontal etiquetado como Re). En la figura[13.3] al
eje vertical se le ha puesto la etiqueta Im para recordar que es el eje de los niimeros imaginarios.

Para expresar un nimero complejo en su forma polar, con magnitud |z| y dngulo 6, también se utiliza frecuente-
mente la notacion siguiente:
z=|z| /L6

En adelante utilizaremos esta notacidn para expresar un niimero complejo en su forma polar.

Im

Figura 13.3: El punto z = (z, y ) representado en su forma polar como el vector r = (7, §).

Conversion de la forma binomial a polar

Veamos como pasar un nimero complejo z de la forma binomial z = z + yi, a su forma polar z = |z| Z6. De
la figura vemos que se forma un tridngulo rectdngulo de catetos = y y. Por lo tanto, = |z| corresponde a la
hipotenusa del tridngulo, y la podemos calcular usando el Teorema de Pitagoras:

|2| = Va2 + y? (13.9)

Como z y y son ndmeros reales, sus cuadrados son niimeros positivos o cero y también su suma, de ahi se puede
concluir que |z| siempre serd un niimero real positivo o 0. El dngulo € también se puede calcular facilmente como:

0 = arctan (%) (13.10)

Veamos los posibles valores que puede tomar el angulo 6:

= z > 0yy > 0. Eneste caso § = arctan (%) nos regresa un valor entre 0 y 90°. Por ejemplo, z = 1 + ¢
corresponde al vector:

z = |z| L6

z = +/x2+y? /arctan (g)
T
1

z = 12412 Larctan <1>

z = /2 /arctan(1)
2 = V2/45°
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= £ <0yy > 0.Eneste caso § = arctan (%) nos regresa un valor entre 0 y —90° lo cual es equivocado. El

valor correcto es: § = arctan (%) -+ 180°. Por ejemplo, z = —1 + ¢ corresponde al vector:
1 o
z = (—1)2 + 12 /(arctan <1> + 180°) (13.11)
z = /2 /(arctan(—1) + 180°) (13.12)
z = V2 /(—45° +180°) (13.13)
z = 2 /135° (13.14)

= z < 0yy < 0. Eneste caso § = arctan (%) nos regresa un valor entre 0 y 90° lo cual es equivocado. El

valor correcto es: § = arctan (%) — 180°. Por ejemplo, z = —1 — ¢ corresponde al vector:
-1 .
z = (—1)2 4 (1) /(arctan <1> —180°) (13.15)
z = V2 /(arctan(1) — 180°) (13.16)
z = V2 /(45° —180°) (13.17)
z = V2/-135° (13.18)

= £ > 0yy < 0. Eneste caso § = arctan (%) nos regresa un valor entre 0 y —90° lo cual es correcto. Por
ejemplo, z = 1 — ¢ corresponde al vector:

z = +/(1)2+ (-1)? Larctan <_11>) (13.19)

z = /2 /arctan(—1)) (13.20)
2 = 2/ —45° (13.21)

Esta dificultad con la funcién arctan(y/z) para ubicar el dngulo 6 correcto se evita si utilizamos la funcién
arctan2(y, x) que recibe dos argumentos: el valor de y y el valor de z. Por ejemplo, en el programa octave
tenemos la funcion atan2d(y, x) que calcula arctan2(y, ) y devuelve el valor correcto en grados, la funcién atan2
devuelve el valor en radianes:

>> atan2d(1,1)

ans = 45

>> atan2d(1,-1)
ans = 135

>> atan2d(-1,-1)
ans = —-135

>> atan2d(-1,1)
ans = —-45
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Conversion de la forma rectangular a polar. Un nimero complejo en su forma binomial z = = + yi
se puede expresar en su forma vectorial o polar como z = |z| Z6, donde:

lz| = Va?+y? (13.22)

@ = arctan (%) (13.23)

|z| se denomina magnitud del vector asociado a z y 6 es el dngulo, argumento o fase del vector z.

Conversion de forma polar a rectangular

Ahora veamos el proceso contrario, pasar el nimero complejo expresado en su forma polar z = |z| /6 a la forma
rectangular z = x + y 1. De la figura[13.3] podemos calcular facilmente los catetos = y y del tridngulo rectdngulo
que tiene a la magnitud r = |z| como hipotenusa, aprovechando las funciones sin(f) = |7y‘ y cos(f) = |x7|,

y = |z|sin(0) (13.24)
x = |z|cos(f) (13.25)
De manera que el nimero z puede expresarse como sigue:
z = x4yt
z = |z|cos(0) + |z|sin(0) (13.26)

Por ejemplo, el vector z = /2 /45° corresponde al nimero complejo z:
z = V2 cos(45°) + V2 sin(45°) i
z = 1+:1

Conversion de la forma polar a rectangular o binomial. El vector z = |z| /6 corresponde al ntimero
complejo:
z = |z| cos(8) + |z| sin(0) ¢ (13.27)

Veamos ahora como se define la suma de los niimeros complejos.

13.4. Suma de niimeros complejos

La suma de los nimeros complejos z; = 1 + Y17 Yy 22 = T2 + Y21, denotada como z; + 23, aprovecha la
propiedad conmutativa y asociativa de la suma:

21+ 20 = (w14 y1i) + (22 + y21)
21+20 = (x1+x2)+ (Y17 + y2t)
z14+22 = (x1+x2)+ (y1+y2)i (13.28)
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Es decir, se suman las partes reales y las partes imaginarias por separado, como se ilustra en la figura 3.4l

Figura 13.4: Representacion grafica de la suma de los nimeros complejos 21 y z2.

Observe el comportamiento del vector que representa la suma de z; y zo2. El vector suma se obtiene al unir el
origen con el punto que resulta de trasladar el vector de 29 al final del vector de z;. De igual manera, el vector
suma se puede obtener al trasladar el vector de z; al final del vector de z9. A esta forma grafica para sumar los
vectores se le conoce como regla del paralelogramo.

En la figura[13.4] los nimeros complejos corresponden a: z; = 2 + 5i y 29 = 4 + 2, de manera que podemos
calcular su suma:

2142 = (245i)+ (4+29)
z1+22 = (2+4)+(5+2)i
z1+22 = 64T

En octave, podemos realizar esta operacién facilmente:

>> (2 + 5i) + (4 + 21)
ans = 6 + 7i

La suma de dos niimeros complejos z; y 2, esta dada por:

21+ 22 = (x1+y10) + (w2 + yoi)
21420 = (z1+22) + (Y1 + y2)i (13.29)
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13.5. Producto de un nimero real por un nimero complejo

El producto de un nimero real k£ por un nimero complejo z = x + yi, denotado como k * z o simplemente como
kz, se puede calcular utilizando la propiedad distributiva:

kxz = kx(z+yi)
kxz = (kxx)+ (k*yi)
kxz = (kxxz)+ (kxy)i (13.30)

Es decir, la parte real del nimero complejo se multiplica por k y también la parte imaginaria se multiplica por k.
Por ejemplo:

5%(2431) = (5%2)+ (5%3)i
5%(2+3i) = 10+ 15i

Para observar con claridad el efecto de multiplicar k& * z, expresemos el nimero z utilizando su forma polar (la

ecuacién[13.26):

kxz = kx(|z|cos(f)+ |z|sin(6)7)
kxz = (k|z|)cos(0)+ (k|z|)sin(0): (13.31)

De manera que la magnitud del vector resultante es simplemente k|z| (para que la magnitud siga siendo positiva
se requiere que k£ > 0) y el dngulo 6 se conserva sin cambio. Esto lo podemos expresar como sigue:

kx(|z] £0) = (k =« |z|) 26

Para apreciar visualmente el efecto de multiplicar un ndmero real por un nimero complejo, en la figura[13.5(a) se
muestra el ndmero complejo z = x + yi que corresponde al vector (r, #). En la figura[I3.5[b) podemos observar
que el nimero complejo 2z corresponde al vector (2r,6); es decir, la magnitud del vector aumenté al doble,
manteniendo el dngulo #. También podemos observar que 2z = z + z, realizando la suma de vectores siguiendo
la regla del paralelogramo.

Im Im 2, Im

o o —x 9+180°

2
(a) z (b) 2z (c) -z

Figura 13.5: Los nimeros complejos z, 2z y —z = (—1) * z.
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En la figura[I3.3(c) podemos observar el efecto de multiplicar el niimero complejo z por —1. En este caso tenemos:

(=) %z = (=1)x(|z|cos(0) + |z|sin(0)i)
(=) x2z = (=1)x*]|z]cos(0) + (—1) * (|z]) sin(8)i
(=) %z = —|z|cos(0) + —|z|sin(0)i
(=) xz = |z[(—cos(8))+ |z|(—sin(9))i
—z = |z|cos(§ +m) + |z|sin(f + m)i (13.32)

Es decir, el vector conserva su magnitud, pero su dngulo se invirtié (sumé 7 (rad) = 180°), como se observa en
la figura [13.3(c). También observe que para obtener este resultado se utilizaron las identidades trigonométricas
vistas en la seccion[0.3.2} cos(f + 7) = — cos(f) y sin(f + w) = — sin(0).

De las figuras[13.5[a) y (¢) podemos observar que z y —z son inversos aditivos, uno del otro, puesto que su suma
es 0 = 0 + 01, el punto que corresponde al origen del plano complejo. Es decir:

24 (—2) =0 (13.33)

Si nos preguntamos que pasa cuando multiplicamos por un nimero negativo diferente de -1, lo podemos hacer en
dos pasos, como se muestra a continuacion:

—k*z

ko ((=1) * (|2] cos(0) + |z[ sin(6)1))
kx (|z| cos(8 + ) + |z|sin(@ + 7)i)
—kxz = (k|lz|)cos(0+ )+ (k|z|) sin(f + 7)i

—k*z

Es decir, se invierte su direccidn (suma 7 radianes al 4ngulo) y la magnitud se multiplica por el valor absoluto de
—k. Es conveniente tener siempre en cuenta que la magnitud de un niimero complejo es siempre positiva o cero.

Producto de un nimero real por un nimero complejo. El resultado de multiplicar un nimero real k
por un nimero complejo z, de magnitud |z| y fase 6, estd dado por:

kxz = kx(|]z|cos(0)+ |z|sin()i)
kxz = (k|z|)cos(8)+ (k|z|)sin()i (13.34)

Usando la notacién de un niimero complejo en la forma polar tenemos que si & >= 0, entonces:

k(|2 £0) = (kx|2]) L0 (13.35)
—kx (2] 20) = (kx|z]) (6 +7) (13.36)
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13.6. Resta de niimeros complejos

La resta de los nimeros complejos z; = x1 + Y17 y 20 = 2 + y24, denotada como z; — z9, se define en forma
similar a la resta de nimeros reales. Es decir, se suma z; con el inverso aditivo del nimero z,,

21 — 22 (z1 + y1i) + (1) (22 + y21)

z1—z22 = (21+y19) + (—22 — Yoi)

z1—20 = (z1—22) + (Y11 — y2i)

21—z = (21— 22)+ (y1 — Y2)i (13.37)

Por ejemplo, si z; = 3 4+ 41y 29 = 2 — 54, tenemos:

21—z = (3+4i)—(2—59)
21—z = (344i)+ (—2+ 5i)
21—z = (3—2)+(4+5)i
zZ1—29 = 14+%

En octave, podemos realizar esta operacion facilmente:

>> (3 + 4i) - (2 - 51)
ans = 1 + 91

La resta de dos niimeros complejos esta dada por:

21—z = (21 +y1i) — (w2 + y2i)
Z1 — Ry = (.751 — 562) + (y1 - yg)i (13.38)

13.7. Representacion de un nimero complejo usando un vector unitario

Recordando que un nimero complejo en la forma polar |z| /6 se puede expresar como:

z = |z|*cos(f) + |z| sin(6)i
z = |z|* (cos(@) + sin(0)i) (13.39)

Veamos que el nimero complejo z, = (cos(#)+sin(f)i) corresponde a un vector unitario, un vector de magnitud
lzu] = 1,

|zu| = \/COS2 + sin?(0)
2u| = V1
l2u] = 1
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Observe que en este desarrollo hemos utilizado la identidad trigonométrica cos?() + sin?() = 1, vista en la
seccion[0.3.21
Por ejemplo, si z = 1 + 4, su magnitud es |z| = V12 + 12 = /2 y su fase es § = arctan(1/1) = 45°. Por lo
tanto, z se puede expresar como:

2 = V2 x (cos(45°) + sin(45°)i)

Uso de vectores unitarios. Un niimero complejo z se puede representar mediante el producto de su
magnitud |z| por un nimero de magnitud unitaria z,, (|z,| = 1):

z = |z|* 2y

z = |z| % (cos(0) + sin(0)7) (13.40)

13.8. Producto de un nimero complejo por otro niimero complejo

El producto de un nimero complejo 21 = x1+y1% por otro niimero complejo zo = 2+ Y21, denotado como 21 * 29
o simplemente como zj 22, se puede calcular utilizando la propiedad distributiva dos veces y teniendo cuidado de
considerar que 72 = —1,

zixzp = (21 +y19) * (22 + y2i)

z1xzg = a1 % (T2 + y2i) + Y11 * (w2 + y2i)

Z1%x2p = X1*xXo+ 1 * Yol + Y10 x Xo + Y11 * Yot

Z1 %29 = xl*xg—i—xl*y2i+y1i*m2+y1*y2*12

Z1% 29 = T1*Ta+ X1 kYol +yrixxo+ Y1 * Y2 * (—1)

Z1kzg = T1kT2+T1* Y2l + Y10k Ta — Y1 * Y2

Z1kZg = T1xT— Y1 kY2 + X1k Yol + Y1k T2l

zixzp = (T1x22—y1 xy2) + (21 x Y2 +y1 *x 22)i (13.41)

Por ejemplo, si 21 =141y 29 = 1 + 4, tenemos:

z1xzg = (1+4)*(141)
z1%29 = (1x1—1x1)+(1*x14+1x1)i
z1x29 = 0422

En octave, podemos realizar esta operacion facilmente:

>> (1 + 1) * (1 + 1)
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El producto de dos nimeros complejos z; y 2o esta dado por:

z1x20 = (21 +y19) * (w2 + y2t)
21 k2 = (w1 x@2—y1*Y2) + (X1 * Y2 + Y1 * T2)i (13.42)

Veamos ahora otra forma de expresar el producto de dos niimeros complejos que resulta muy apropiada para co-
nocer que ocurre cuando multiplicamos nimeros complejos. Para este propdsito aprovechamos la representacion
de los nimeros complejos en términos de vectores unitarios, vista en la seccién anterior:

z1 = |z1| * (cos(01) + sin(61)7)
zo = |z2| * (cos(f2) + sin(62)7)

Ahora desarrollemos z; * 22 aprovechando nuevamente la propiedad conmutativa y asociativa del producto y la
propiedad distributiva:

z1%20 = (|z1] * (cos(01) + sin(01)i)) * (|z2| * (cos(f2) + sin(h2)7))

z1x29 = |21]*|22| * (cos(01) + sin(01)7) * (cos(62) + sin(62)7)

z1x 29 = |21] % |22| * (cos(01) * (cos(f2) + sin(#2)i) + sin(6q)i * (cos(h2) + sin(h2)i))

21 %29 = |21| % |22] % (cos(01) * cos(02) + cos(6r) * sin(f2)i + sin(h; )i * cos(fz) + sin(0y)i * sin(h3)7)
21k 2z = |z1] % 22| * (cos(61) cos(Ba) + cos(8y) sin(fy)i + sin(6;) cos(a)i + sin(6;) sin(6)i?)

z1 %29 = |z1| % |22| % (cos(01) cos(02) + cos(61) sin(02)i + sin(h; ) cos(f2)i + sin(; ) sin(f2)(—1))

z1 %29 = |z1| % |22] % (cos(01) cos(02) + cos(#) sin(f2)i + sin(;) cos(f2)i — sin(6;) sin(f2))

z1 %29 = |z1| % |22| * ((cos(01) cos(02) — sin(#;) sin(f2)) + (cos(61) sin(fz) + sin(6;) cos(62))i)

21 %29 = |z1] % |22] x (cos(b + 02) + sin(01 + 02)1) (13.43)

Para obtener este resultado hemos utilizado las identidades trigonométricas vistas en la seccion

cos(fy + 62) = cos(61) cos(f2) — sin(61) sin(62)
sin(f; + 62) = cos(61)sin(f2) + sin(f;) cos(62)

Hemos llegado a un importante resultado para apreciar el producto de dos nlimeros complejos:

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 206 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto. 207

El producto de dos nimeros complejos z; y 2o esta dado por:

z1x2z2 = (|z1] * (cos(01) +sin(01)i)) * (|z2| * (cos(f2) + sin(h2)7))
z1 %29 = |z1| * |22] % (cos(01 + 02) + sin(6y + 02)7) (13.44)

La magnitud del producto es el producto de las magnitudes de los nimeros complejos y la fase del pro-
ducto es la suma de las fases de los nimeros complejos. Usando la representacion polar de los niimeros
complejos, tenemos:

(Iz1] £601) * (Jz2| £02) = (|z1|22]) £(61 + 02)

Por ejemplo, si 21 = 1 +i = v/2(cos(45°) + sin(45°)i) y 22 = 1 + i = /2(cos(45°) + sin(45°)i), tenemos:

z1%29 = V2% V2% (cos(45° + 45°) + sin(45° + 45°)i)
z1x29 = 2% (cos(90°) 4 sin(90°)i)

z1%29 = 2% (041)

Z1k2z90 = 2t

Resultado que coincide con el calculado anteriormente. La figura [13.6lilustra el producto realizado.

Im

2y zx7

1 Re

Figura 13.6: El producto z x z = (1 +4) * (1 + 1) = 2i.

Para abordar la operacién de divisién de nimeros complejos, necesitamos introducir el concepto de los ndimeros
complejos conjugados.

13.9. Numeros complejos conjugados

Sea z = x + yi un nimero complejo. Decimos que el nimero complejo conjugado de z, denotado como Z, se
expresa como:
Z=x—yi (13.45)
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La figura[I3.7l muestra a z = 1 + 4 y su conjugado Z = 1 — 4. Observe que la magnitud se conserva, pero la fase
del nimero conjugado es —45°. Veamos porque sucede esto.

Im

Re

—iL____ > z=1-1

Figura 13.7: El nimero complejo z = 1 4 ¢ y su conjugado z = 1 — 1.

Recordemos que el nimero z también lo podemos representar utilizando su magnitud y dngulo (|z| Z0) como
sigue:
z = (|z]| cos(#) + |z| sin(0)i)

De manera que su nimero conjugado se expresar como sigue:

Z = (|z]cos(8) — |z|sin(8)7)

Z = |z]*(cos(0) — sin(0)1)

Z = |z|*(cos(—0) + sin(—0)1) (13.46)
En este desarrollo se han utilizado las identidades trigonométricas cos(—6) = cos() y sin(—60) = —sin(6),

vistas en la seccion[9.3.2] Es decir, si el dngulo de z es 6, el dngulo de Z es —6.

Nuamero complejo conjugado. Sea z un ndmero complejo en su forma binomial: z = z + yi 0 en su
forma polar: z = |z|(cos(#) + sin(#)i). Se define el nimero complejo conjugado de z, denotado como
Z, como:

zZ = xz—yi (13.47)
Z = |z|*(cos(#) — sin(0)i) (13.48)
Z = |z| % (cos(—0) + sin(—0)7) (13.49)
Si z = |z| /0, entonces:
z=1z| /-0

Como z tiene un dngulo (¢) y Z tiene un dngulo (—#), cuando se multiplican el resultado va a tener un angulo de
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0, es decir, vamos a tener como producto a un nimero real. Veamos,

z+xZ = |z|* (cos(0) + sin(0)i) x |z| * (cos(—0) + sin(—0)i)

2%z = |z|*|z|(cos(f — 0) + sin(f — 0)1)

2%z = |z|x|z|(cos(0) + sin(0)7)

zxZ = |z|*|z|(1+ 07)

zxZ = |z|*|z|(1)

zxZ = |z|*|z| (13.50)

2xZ = |z (13.51)
Es decir, ya tenemos otra forma de calcular la magnitud |z| de un nimero complejo:

|z| =VzxZ (13.52)

Magnitud de un nimero complejo. Si z y Z son nimeros complejos conjugados, se cumplen las si-
guientes propiedades:

2] = [7] (13.53)
|22 = zxz (13.54)
lz| = Vzxz (13.55)

Ya tenemos todos los elementos para abordar la division de niimeros complejos.

13.10. Division de niimeros complejos

Para calcular la divisién del nimero complejo 21 entre el niimero complejo z2, aprovecharemos el hecho de que
al multiplicar z por su complejo conjugado z3, el resultado es un nimero real. Llevemos a cabo este proceso:

Z1 o Z1

2 2

z1 z21 22

— — — % —

Z9 Z9 Z9

A _ o ara (13.56)
29 29 % Zg ’
A 29

Z9 ‘22|2

Z1 1 _

— = —m*(nx*x7) (13.57)
Z9 ‘2’2‘

En este desarrollo se asume que las fracciones de nimeros complejos cumplen las mismas propiedades de las
fracciones que ya conocemos: z3/Z3 = 1y se aplica el mismo procedimiento para multiplicar dos fracciones.
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Como |22|? es un nimero real, la divisién de dos nimeros complejos se convierte en el producto del ndmero real
(ﬁ) por el nimero complejo (21 * 22).

Veamos un ejemplo. Si z; = 1 + iy 29 = i, tenemos que z3 = —i y |22| = 1. Calculemos ahora z /zo:
Z1 1 I
— = —5 * (21 * 29
. PAE ( )
2 .
2o S (D)
z
e &
zZ2
SLR R
zZ2

En octave este calculo se puede efectuar de la siguiente manera:

>> z1 =1 + 1i;

>> z2 = 1i;
>> z1 / z2
ans = 1 - 1i

La division de dos niimeros complejos z; y 2> esta dada por:

21 z1  Z2

- a2 (13.58)
Z9 Z9 Z9

Al 1 —

- = — 13.59
2 22 " (21 % 22) (1359

Si expresamos los nimeros complejos en sus pardmetros como vectores:

z1 = |z1] x (cos(61) + sin(61)1)
zo = |z2| * (cos(62) + sin(62)7)
Za = |za| * (cos(—02) + sin(—02)i)

Podemos continuar el desarrollo para ver que sucede realmente al dividir nimeros complejos,

A

Z9 N z9

Al 1 _

i

Z9 ‘22|2 ( ! 2)

Z1 1 . .
— = —5 *(|z1]|22[(cos(61 — O2) + sin(61 — O2)7)
Z9 ‘Zz’

21 : .

— = — x(cos(by — O3) + sin(0; — O2)i) (13.60)
Z9 ‘22’
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Es decir, la magnitud del resultado es la divisién de las magnitudes (|z1]/|22|) y la fase del resultado es la resta de
las fases (1 — 65).

Volvamos al ejemplo anterior. Si z; = 1 + iy 2 = i, tenemos que |z1| = /2, 61 = 45°, |z2| = 1y f = 90°.
Calculemos ahora la fraccion z1 /zo:

2
zi = \1[ * (cos(45° — 90°) 4 sin(45° — 90°)i)
2
AL V2 % (cos(—45°) 4 sin(—45°)i)
zZ2

Z1 1 1,
o o
o \f*(\/5 \/§Z)
G
z2

La division de dos niimeros complejos z; y z5 esta dada por:

21 |z * (cos(01) + sin(61)i)

29 |22 * (cos(f2) + sin(62)i)

L 2] % (cos(61 — O2) + sin(6; — 62)17) (13.61)
Z9 |ZQ|

La magnitud del resultado es la divisién de las magnitudes de los nimeros complejos y la fase del
resultado es la resta de las fases de los niimeros complejos. Usando la representacion polar de los nimeros
complejos, tenemos:

|z1] 261 _ |z

== /9, -0
22| 262 |22 (01 = 6)
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13.10.1. Inverso multiplicativo de un nimero complejo

Veamos si % sigue siendo el inverso multiplicativo del nimero complejo z. El producto (z * %) debe ser igual a la

unidad:
1 1 z
Z¥x— = zx|—*=
z z Zz
1 z
Zkx— = Zx% —
z ZxZ
>|<1 Zz
2k — = Zz*x-—
z 2|2
1 _
Zk— = Z% ——%%
z 2|2
1 1 _
2x— = ——x(zx2
. BE (zx7%)
1 1 9
Zx— = —— x|z
. e 2|
1
zx— = 1 (13.62)
z

iEfectivamente! Demos el siguiente paso, con el inverso multiplicativo podemos expresar la divisiéon de nimeros
complejos como una multiplicacién, como lo hicimos con los nimeros reales.

13.10.2. La division como una multiplicaciéon

Veamos si la division de los niimeros complejos 21 y 22 es igual al producto del nimero z; por el inverso multi-
plicativo de z». En el siguiente desarrollo vamos a comprobar que en realidad asi sucede:

1 1z
Z1*— = Z1*% ——

z2 22 22

1 Z2
21k — = Z1* —

z9 Z9 * 29

1 Z2
Z1k— = Z1* D)

Z9 ’22‘

1 1 _
21k — = Z1* 2 * 29

Z9 ’22‘

1 1 _
2k — = —2*(21*22)

z9 |2’2‘

1 Z1
21k — = — (13.63)

zZ2 z2

Para obtener la tdltima expresion hemos utilizado el resultado de la ecuacion

13.11. Potencias de niimeros complejos

En forma similar a como definimos la potencia de un nimero real, se pueden definir las potencias de un niimero
complejo, aprovechando que ya sabemos multiplicar y dividir nimeros complejos.
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El nimero complejo z elevado a la potencia entera positiva n se define como:
M =1lxzxz*... %2 (13.64)

donde la z se repite como factor n veces. Por ejemplo:

2L =1

b= 1%z

2 _

24 = 1xzxz
2B = lxzxz*z

27" = o (13.65)
Las primeras 1potencias negativas son las siguientes: 27! = %, 272 = Z%, 273 = z%, etc. Como ejemplo calcule-
mos (14 14)7
1
1+t = 141”, .
N —1
A+07 = 755+ 1
07 = T
L+~ = 1*(1—512*(1—@
1—1
A+07 = Sriee
1—1
(1+i)7! = il
1+ = 1i:1)
1—1
1+ ' = 1 5 1
(1+i)t = 35

En octave este calculo se puede efectuar de la siguiente manera:

>> (1 4+ 1) 7 (-1)
ans = 0.50000 - 0.500001
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Veamos otro ejemplo al calcular las potencias enteras de i:

1 1 1 — —1 —1 —1
U e e B s R E
v =1

il = 1xi=1

2 = -1

PP = Pxi= (1) xi=—i

it = Bri=(—i)xi=—il=—(-1)=1
PP o= itxi=1xi=i

S = itxi?=1xi2=-1

i = it =1 = —

i = dxit=1x1=
Z~4k+n — "

Esta dltima igualdad se cumple si k£ es un entero. Veamos ahora las potencias enteras de ¢ en funcién de los
parametros polares (1, 6):

il = 1% (cos(—90°) + sin(— 900) /)

i = i7lsi=1%(cos(0°) + sin(0°)s)
it = %%i=1x(cos(90°) + sm(90°) /)
i? = i'xi=1x(cos(180°) + sin(180°)i)
i3 = i2xi=1x(cos(270°) + sin(270°)i)
it = 3%i=1x%(cos(0°) + sin(0°)7)

i® = iYxi=1x%(cos(90°) + sin(90°)i)
i% = % %i=1x(cos(180°) + sin(180°)i)
i7" = %%i=1x(cos(270°) + sin(270°)i)
i = i"xi=1x(cos(0°) + sin(0°)i)

iR — 4R i = 1% (cos(n * 90°) + sin(90°)i)

En el caso general, si n es un entero positivo, tenemos que z" se puede calcular como sigue:

2" = lIxzxzkz%...%2

2" = 1x(|z] * (cos(6 ) +sin(0)i)) * (|z] * (cos(f) + sin(0)i)) * (|z| * (cos(f) + sin(h)i)) * . ..

2" = (|2|* * (cos(26) + sin(20)7)) * (|| * (cos(#) + sin(#)i)) * . ..

2" = (|z]3 % (cos(36) + sin(360)i)) *

2" = |z]" % (cos(n@) + sin(nh)i) (13.66)
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Si —n es un entero negativo, tenemos que z~ "' se puede calcular como sigue:

n 1
2=
2
I 1 % (cos(0) + sin(0)i)
“ |z|™ * (cos(nf) + sin(nd)i)
27" = Zl‘n * (cos(0 — nf) + sin(0 — né)1)
27" = |z]7" x (cos(—nb) + sin(—nb)i) (13.67)

Potencias de un niimeros complejo. Si z = |z|* (cos(6) +sin(f)i) y n es un entero positivo o negativo,
se cumple:

2" = |z|" % (cos(nf) + sin(nf)i) (13.68)

El resultado tiene una magnitud |z|™ y dngulo nf. Usando la representacion polar de los nimeros com-
plejos, tenemos:
(2] £0)" = (|2]") £(nb) (13.69)

Pasemos ahora a la operacion inversa de elevacion a una potencia, obtener las raices de un nimero complejo.

13.12. Raices de nimeros complejos

Intentemos obtener una raiz ctbica del nimero complejo:

z = 8% (cos(60°) + sin(60°)7)

Si 2 fuera una raiz cubica de 2, se tiene que cumplir que: z = z3. Es decir

z = 2z
z = (|zo|  (cos(bo) + sin(6o)i))?
8 % (cos(60°) 4+ sin(60°)i) = |zo|® * (cos(36p) + sin(36p)7)

Para que el nimero complejo del lado izquierdo de la igualdad sea el mismo niimero complejo del lado derecho,
se debe cumplir que sus partes reales e imaginarias sean las mismas. Es decir, sus magnitudes y dngulos deben ser
iguales. De esta manera tenemos que se deben de cumplir las siguientes restricciones:

8 = ’20‘3
60° = 36
De la primera ecuacién obtenemos: |zp| = I8 = 2, y de la segunda ecuacién obtenemos: 6y = 60°/3 = 20°.

Tenemos la primera raiz:
zp = 2 (cos(20°) + sin(20°)7)
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Ya sabemos que la raiz cuadrada de 1 tiene dos valores: 1 y -1. El nimero 1 tiene un dngulo de O y el -1 tiene un
angulo de 180° = 360° /2. Utilizaremos el hecho de que las raices estdn separadas por 180 grados, para probar si
las raices ctbicas difieren en miltiplos de 360°/3 = 120°.

Probemos con 61 = 20° + 120°:

z1 = 2% (cos(20° 4 120°) + sin(20° + 120°)7)

23 = 2% % (cos(3 * (20° + 120°)) + sin(3 * (20° + 120°))i)

23 = 2% % (cos(3 % 20° + 3 % 120°) + sin(3 % 20° 4 3 x 120°)i)
3 23 % (cos(3 * 20° + 360°) + sin(3 * 20° + 360°))

23 23 % (cos(3 * 20°) + sin(3 * 20°)i)
3 8 % (cos(60°) + sin(60°)i)

21 = Z

w
2
I

n
2
Il

jEfectivamente! z; es otra raiz ctbica de z. Ahora probemos con 6 = 20° 4 2 x 120°:

zo = 2% (cos(20° + 2% 120°) 4 sin(20° + 2 % 120°)1)
z5 = 23 % (cos(3* (20° + 2% 120°)) + sin(3 * (20° + 2 x 120°))i)

25 = 23 % (cos(3%20° 4 3 %2 % 120°) + sin(3 % 20° + 3 * 2 120°)i)
zs = 2% % (cos(3*20° 4 720°) + sin(3 % 20° 4 720°)i)

25 = 2% % (cos(3 % 20°) + sin(3 * 20°)7)

z5 = 8% (cos(60°) 4 sin(60°)i)

zg’ = z

Como era de esperarse, también 29 es otra raiz ctbica de z. Las raices tienen dngulos:
o = 20°+40%120° = 20°
01 = 20°+1x%120° = 140°
O = 20°+2x%120° = 260°

Este procedimiento se puede generalizar para calcular las n raices n-ésimas: zg, 21, . . ., 2,—1, del nimero complejo
z. En el caso anterior, n = 3 y las tres raices cuibicas expresadas en forma polar son:

2 = 2/20°
2 = 2/140°
zo = 2/260°
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Raices de un mimero complejo. Las n raices n-ésimas de nimero complejo z = |z|x (cos(0) +sin(0)i),
. 1
denotada como {/z o también como z 7=, se pueden calcular como:

2 = \z|% * (cos (9 + kx 360 > + sin <9 + k x 360 ) i) (13.70)
n n n n

Para valores de k = 0,1,...(n — 1). Usando la representacién polar, tenemos:

0 360°
o = |27 L (n = > (13.71)

Como ejemplo encontremos todos los valores de z que cumplen la ecuacion:
2t =16

Si elevamos a la potencia % los dos lados de la ecuacién, tenemos:

22 = 16
(24)1/4 _ (16)1/4
z =
(16)1/4

El numero 16 tiene una magnitud |z| = 16 y un dngulo # = 0. Por lo tanto sus raices son:

2K = \z]rlb*(cos(e—i-k 360>+ i (e—i-k: 360> i)
n n

s = 1671« (cos <2 + k* 32()) + sin (2 + k x 3i0> i)

2k = 2x(cos(0+ k*90) + sin(0 + k % 90)i)

2z = 2% (cos(k *90) + sin(k * 90)i)

2o = 2% (cos(0) +sin(0)i) =2 (1 +0i) =

z1 = 2% (cos(90) +sin(90)i) =2 % (0 + 1) = 2i

zo = 2% (cos(180) 4+ sin(180)i) = 2% (—1 4+ 0i) =

z3 = 2% (cos(270) +sin(270)i) = 2% (0 — i) = —2i

Comprobemos que estos resultados son correctos:

2 = 20=2%2%2%2=16

2 = 20 =22%i* =16%2%i2 =16 % (1) % (—1) = 16

zg = (—2)4:(—2)*(—2)*(—2)*(—2):16

23 = (=20 =(-2)*xi'=16%i> x> =16% (1) * (—1) = 16
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13.13. Aplicaciones de los nimeros complejos

13.13.1. Aplicacion en geometria

El siguiente problema se describe en un libro de acertijos matemadticos (Gardner, 1981)). Si tenemos tres cuadrados,
como se muestra en la figura[I3.8] demostrar que se cumple la relacion de los dngulos:

T+B=a

/

y B a

Figura 13.8: El problema de demostrar que v + 5 = «.

Para resolver este problema aplicando lo que hemos aprendido de nimeros complejos, sea z1, 22 y z3 los nimeros
complejos que se muestran en la figura[13.9]

Im

1 2 3 Re

Figura 13.9: El problema equivalente de demostrar que 63 + 63 = 67, donde 6; corresponde al angulo del nimero
complejo z;.

Estos ndmeros complejos los podemos expresar como sigue en la forma binomial y como vector:

w21 =144,z = (|z1],61). De las figuras [[3.8y [[3.9 podemos ver que se cumple que: 6; = .
= 29 =241, 29 = (|22|,602). En este caso podemos ver que: 62 = [3.
» 23 =341, 23 = (|23/,03). Finalmente tenemos que: 03 = ~.

En términos de los dngulos de estos vectores, el problema es demostrar que:

05 + 02 = 0,
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Para determinar 63 + 62 podemos multiplicar los nimeros complejos z3 * 2o, puesto que sabemos que el angulo
del producto es la suma de los dngulos de los factores:

z3 * 29
Z3 * 29
Z3 * 29
Z3 * 29
Z3 * Z9
Z3 * Z9

Z3 * Z9

3+
(3)(2)

) * (2 +1)
+ 304 20 + 42

6+ 3i+2i+ (—1)
(6 —1)(3+2)i
5+ 5i

5x (1

521

+1)

Llegamos al resultado deseado, el dngulo de 23 * 29 es el mismo que el dngulo de z;, puesto que 5z; tiene el
mismo angulo que z1, s6lo cambia la magnitud. Es decir, se cumple que 03 + 02 = 6.

13.13.2. Solucion general de ecuaciones cuadraticas

Calculemos la solucién de la ecuacién cuadritica: 2 4 2z + 2 = 0, usando la férmula general:

. —b+ Vb? — 4ac

2% a

Recordemos que la ecuacion cuadrética general se define como:

ar’ +br+c=0

En este caso, a = 1, b = 2 y ¢ = 2. Procedamos a calcular las raices:

—24 /22 —4(1)(2)
r =
2% (1)
—244/—4)
Tr =
2
—24 /4% (-1))
v 2
—2+4y/~1
€T =
2
—242
T =
2
r = —1=x1
Las raices son: x1 = —1 + ¢y 22 = —1 — ¢, dos nimeros complejos conjugados. Como ejercicio, probemos que
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efectivamente la raiz x = —1 + ¢, cumple la ecuacion cuadratica:

2242 +2 = 22+20+2

2?4 20+2 = (14242 (=1+4)+2

22420 4+2 = (—1+40)*(—14+4d)+2%(=1+i)+2

2420 +2 = ((1)* 4+ (=1)i+ (=1)i+4%) + 2% (=1 44) +2
2?2 4+204+2 = (1—2i+(=1)+2x(=1)+2i+2
24242 = —24+-2+42+2

2 4204+2 = 0

Aligual que ocurre con las raices reales, comprobemos ahora que efectivamente el polinomio original -2 4 2z + 2
se puede factorizar como el producto de (z — z1) * (x — x2):

(x —x1) % (x — x2) (x —x1) x (& — x2)

(x—x1)*(x—x2) = (x—(=14149)*(x—(-1—1))
(x—zy)*(x—x3) = 22 —a(—1—4)—a(=1+i)+ (=141) % (1 —1))
(=) x(z—a22) = 2 —a((-1—0)+ (~1+1) + (1) =)
(x—x1)* (x—x2) = 2% —2(=2)+ (1 - (-1))

(x—x1)*(x—x2) = 2242242

Con esto hemos llegado a un resultado muy importante.

Raices de una ecuacion cuadratica. La ecuacién cuadratica 22 + bx + ¢ = 0 tiene:
= Dos raices reales, si Vb2 — 4dac > 0.

= Dos raices complejas conjugadas, si vb% — 4ac < 0.

13.14. Ejercicios propuestos

1. Encuentre el valor del nimero z en la forma de binomio, z = x + yi, en las siguientes expresiones:

2. Encuentre el valor del nimero z en la forma polar, |z| /6, en las siguientes expresiones:
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—10+10:
—2-21

b) 2= (VZ+V2i)
o) z=(V2+V2i)™*
d) z=(—2+1i)%(—2+1)>

(—1+44)x(2+1)
(3+3i)*(3—31)

a) 2 =

e) 2 =
3. Encuentre los valores de k; y k2 que satisfacen la siguiente ecuacion:
(14 k13) = (ko2 + 57)
4. Encuentre el valor de k que satisface la siguiente ecuacion:

(1+ ki) * (1 — ki) = 10

5. Encuentre todos los valores de z que cumplen las siguientes ecuaciones:

a) 22=9
b) 2% =-9
c) 219 =1024

d) 2° =2+ 2i
e) 22 —2z=-2
f) 22 —22=0
g 4 +22=0

6. Encuentre todos los valores de z que cumplen las siguientes ecuaciones:

a) %+z+1:2
by 1 +2:4+1=2+52
) 4= +22+1=2+52

z+3
d) H+2+1)2—-i)=2+1
e) L=i
) EH=3—i

g) z*#:l—i—i
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Capitulo 14

Evaluacion 3

Resuelva los ejercicios propuestos, anotando clara y ordenadamente la secuencia de pasos que le lleva a la solu-
cién.

1. Encuentre todos los valores de = que satisfacen la siguiente ecuacién. Exprese sus resultados en términos

del ndmero a (a # 0).
a n 1 a
o T 3/ 1 1 -5
_2 T(Qafx - 2a+x>

2. Tres batles contienen monedas. Uno de ellos tiene una etiqueta que dice “oro”, otro presenta una inscripcién
que se leé “bronce”, y el tercero un letrero que dice “oro o plata”. Uno de los batles contiene exclusivamente
monedas de oro, otro sélo monedas de plata y un tercero s6lo monedas de bronce, pero los tres batiles estan
incorrectamente etiquetados. ;Cudntos batiles hay que abrir como minimo para determinar el contenido de
cada uno de ellos?

3. Encuentre los conjuntos Ay Bsi A— B ={1,2,3,a}, ANB ={5,b,c}y B—A={z,y,z,u,v}.

4. Considere el conjunto Universo como el conjunto /V de los nimeros naturales.

Sea el conjunto A = {z| § € N} y el conjunto B = {z| § € N}. Determine el resultado de A°N B.

5. En una reunion coinciden un total de 125 personas, de los cuales 85 son policias y 57 son delincuentes. ;Es
posible determinar si hay policias delincuentes en la reunién? De ser posible, determine dicha cantidad de
personas.

6. Dados los conjuntos A = {a, b}, B ={1,2,3} y C = {4, —}. Calcule: (A x B) x C.
7. Encuentre el valor de x y y en la siguiente ecuacion:

(x+yv/—1)(1 —vV—4) = -1 ++/—64

8. Exprese el valor de x que cumple la siguiente ecuacién:

B =vV-25%2x
A1va)~(1_v3 V%
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Apéndice A
Aprovechando la tecnologia

Bajo la premisa de que debemos aprovechar la tecnologia para facilitar el aprendizaje, se presenta un programa
de computadora llamado Octave muy frecuentemente utilizado para realizar calculos numéricos.

Con Octave se pueden realizar ficilmente cdlculos matematicos basicos o complicados, comtinmente requeridos
en estudios de nivel basico, medio o superior. Adicionalmente puede ser utilizado como un lenguaje de progra-
macién de alto nivel para realizar procesamientos de datos en forma automatizada. Octave es utilizado para la
solucién de problemas que involucran ecuaciones lineales y no lineales, en dlgebra lineal numérica, en anélisis
estadisticos y para realizar muchos otros experimentos numéricos.

El programa Octave es distribuido libremente, en forma gratuita, bajo la licencia GNU (Del inglés “General Public
License”) por la Fundacién de Software Libre (Eaton et al., 2019).

A.1. Instalacion de Octave

El programa Octave se puede utilizar en linea, usando algiin navegador de Internet, o bien se puede instalar en
nuestra computadora, como veremos a continuacion.

A.1.1. Utilizando Octave en linea

Si tenemos una conexion a Internet, sea en nuestra computadora de escritorio, computadora portétil, o inclusive
en los teléfonos inteligentes, podemos utilizar alguno de los navegadores de Internet (Mozilla Firefox, Google
Chrome, Opera, Safari, Internet Explorer, etc.) para utilizar Octave en linea.

Una vez en el navegador podemos buscar por las palabras clave: “Octave en linea” y el buscador nos llevara
directamente al sitio de Octave en linea. También se puede acceder a través de los siguientes enlaces:

s https://octave-online.net/
» https://www.tutorialspoint.com/execute_matlab_online.php
= https://rextester.com/1l/octave_online_compiler

» https://www. jdoodle.com/execute—octave-matlab-online/
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Si nos vamos al enlace https://octave-online.net/| se presenta un ventana como la mostrada en la
figura[A.1l En la parte inferior de la ventana, justo donde indica el letrero “Octave Command Prompt”, se encuen-
tra el lugar donde podemos introducir los calculos numéricos que queremos, justo después del indicador “>>". En
la parte izquierda se mostrardn las variables que vayamos utilizando (las cuales veremos més adelante), mientras
que en la parte arriba del indicador “>>" se mostrardn los resultados de las operaciones.

@ | @ hloe octave-onfine el e noe =

Diid e krvowd yoe can use
Octave Online in your class? Freens in Frevaom
Open & SUPPAM 1Kkt 10 Mguire abots

hioay W 1 SGEYOU LR 83 37 inslTice

dismiss

Octave Command Prompt
Type expressions here and press entar.

v

Figura A.1: El programa Octave en linea a través de un navegador de Internet.

A.1.2. En computadora personal

El programa Octave puede ser instalado en una computadora personal, dependiendo del sistema operativo que
utilice nuestra computadora:

= Sistema operativo Linux. Existen versiones GNU Octave para todas las distribuciones del sistema ope-
rativo Linux: Debian, Ubuntu, Fedora, Gentoo, openSUSE, etc. En la distribucién Ubuntu y Debian basta
con abrir una terminal de comandos (presionando simultdneamente las teclas Ctrl, Alt y T) y escribir el
siguiente comando para instalarlo:

| $ sudo apt—-get install octave

= Sistema operativo macOS. GNU Octave para macOS se encuentra disponible para su instalacién utili-
zando alguno de los administradores de paquetes tales como Fink, MacPorts, y Homebrew. Para mayor
informacion sobre el proceso de instalaciéon en macOS se puede consultar el siguiente enlace:

https://wiki.octave.org/Octave_for_MacOS_X.
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= Sistemas operativos BSD. Tanto FreeBSD como OpenBSD tienen paquetes binarios para instalar Octave.
Ingresando como usuario root, se puede instalar con el siguiente comando en una terminal:

‘ $ sudo pkg_add -r octave

= Sistema operativo Windows. La forma més sencilla de instalar Octave en Windows es utilizar el instalador
de Windows y seguir los pasos que se indican. Se puede descargar el archivo ejecutable del instalador de
alguno de los siguientes sitios:

e https://www.gnu.org/software/octave/download.html

e https://ftp.gnu.org/gnu/octave/windows/

A.2. Primeros pasos en Octave

A.2.1. Usando la interfaz de usuario

Cuando se ha instalado Octave en nuestra computadora, es posible trabajar a través de una interfaz de usuario
gréafica (comtinmente conocida como GUI, por sus siglas en Inglés “Graphics User Interface”) o por medio de una
terminal de linea de comandos (también conocida como CLI, por sus siglas en Inglés “Command Line Interface”).

Trabajando con la Interfaz de Usuario Grafica

Para acceder a la interfaz grafica de usuario de Octave, podemos identificar el icono de la aplicacion y a través de
un doble clic con el ratén abrir su interfaz grafica. La figura nos muestra el icono de Octave que permite su
ejecucion cuando es instalado en nuestra computadora.

GHNU Octave

Figura A.2: Icono que representa al programa Octave y que inicia su GUIL

La ventana de Octave, mostrada en la Figura[A.3] consta de las siguientes partes o regiones principales:

= Barra de herramientas y menu de la ventana. Esta region en la parte superior estd marcada por el rectangulo
verde y contiene las operaciones comunes para manipular archivos, editar, etc.

= Navegador de archivos. Esta region estd sefialada por el rectdngulo rojo y permite la seleccién de algin
archivo de comandos (son archivos con la extension “.m”).

= Espacio de trabajo. Esta region estd sefialada en azul y tiene la etiqueta “Workspace” y proporciona infor-
macion sobre las variables utilizadas.
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Octave

_file Edit Debug Window Help Hews

il L;'J Current Directory: fhome/molses

File Browser

= fCommand Window
e ——— 0 D

fhome/moises I 1) = Copyright (C) 2018 John W. Eaton and others.
Name - = This is free software; see the source code for copying conditions.
o There is ABSOLUTELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTABILITY or
b IR ABELING PAGOS FITNESS FOR A PARTICULAR PURFOSE. For details, type 'warranty’.
¥ | Actividades2018
*» i Actividades2019 Octave was configured for “x86 64-pc-linux-gnu®,
» [l Actividades2020
bl AllenMLP Additional information sbout Octave it available at http://www.pctave.org.
* & anaconda3 ) . _
» [l APIDictionaryOxFord Please curlltrxbute.:lf you find this software useful. ;
v il Arduino for more information, visit http://www.octave.org/get-involved.html
b i arduine-1.8.10 -

Read http://www.octave.org/bugs. html to learn how to submit bug reports.

Workspace F* for information about changes from previous versions, type 'news’,
siter

>>
Name ~ Class Dimension  Value Attribute

Command History =

Filter

exit
# Octave 4.2.2, Thu Jan 30 06:01:04 2020 CST <molses@pc-01>

» | Command Window [ Editur] !Ducumental:inn]

Figura A.3: Ventana de la GUI para Octave. Se indican mediante rectdngulos las partes principales de Octave en
la GUIL.

= Historia de comandos. Esta region estd indicada por el rectingulo que encierra “Command History” y
proporciona informacién sobre los comandos que ha ingresado el usuario.

= Ventana de Comandos. Esta region estd sefialada por el rectdngulo azul y contiene el indicador “>>” que
permite al usuario ingresar las operaciones numéricas que desea realizar.

= Editor de texto. En la parte inferior aparece una etiqueta de “Editor” que se utiliza para accesar un editor de
texto para la escritura de programas para Octave.

= Documentacién del software. También en la parte inferior aparece una etiqueta de “Documentation” que se
utiliza para ver la documentacién de Octave.

Usando la interfaz de linea de comandos

La figura[A. 4l muestra la interfaz de linea de comandos de Octave tanto en el sistema operativo Windows como en
Linux. A continuacién se describe como ejecutar el software en estos sistemas operativos:

1. Windows. En el sistema operativo Windows, por lo general se instalan dos iconos de Octave en el escritorio:
uno con la leyenda “GNU Octave (GUI)” y otro con la leyenda “GNU Octave (CLI)”. Al emplear el icono
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Escriba una erden

gnome-terminall
Cerrar

[GNU Octave, versjon 5.1
Copyright ¢G> 2819 John W. Eaten and others

This is free software; see the source code for copwving conditions.
There is ABSOLUTELY NO UARRANTY; not even f RCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type ’warranty’ .

Octave was configured for “x86_64-wb4-mingw32".
Additional information ahout Octave available at https://uwu.octave.ory.

Please contribute if you find thi tuare useful.
For more information, visit htt u.actave .org/get—involued.htnl

Read https://wm.octave.org bugs.html to learn h subnit bug reports.
For information ahout changes from previous versions, type news’ .

octave:l>

(a) Windows (b) Linux

Figura A.4: Ventana de la CLI de Octave.

con la terminacién (CLI) nos aparece una terminal de comandos de Octave (figura[A.4h).

2. Linux. En Linux es necesario abrir una terminal de comandos del sistema operativo, presionando si-
multdneamente las teclas: Ctrl, Alt y t; y después escribir en la terminal el comando: “octave-cli” seguido
de la tecla Enter. Una segunda opcién para abrir la terminal de comandos es presionar simultdineamente las
teclas: Alty F2; y en la ventana de didlogo que indica “Ejecutar una orden” escribir el comando “gnome-
terminal” seguido de la tecla Enter. La Figura[A.4b muestra la segunda forma para abrir una terminal.

A.2.2. Usando Octave para hacer operaciones numéricas

Ya sea que utilicemos la interfaz de usuario grafica o de linea de comandos, podemos empezar a realizar opera-
ciones numéricas. Por ejemplo si a = 2 % 3 y queremos calcular el valor de la variable a, debemos ingresar:

>> a =2 % 3
a = 6
Podemos observar que Octave nos presenta el resultado: a = 6 . El resultado de la operacién de multiplicacién

se guardd en la variable a. Si queremos restarle a la variable a dos unidades, ingresamos:

>> a =a - 2
= 4

(3]

En este caso se realiza la operacién del lado derecho del “=" teniendo en cuenta que la variable a tiene un valor
previo de 6, de manera que el resultado de la resta (4) se almacena en la variable a. Si queremos simplemente
saber el valor de la variable a, ingresamos:

Octave aplica la jerarquia de operaciones del dlgebra. Por ejemplo, si tenemos que b = 1 + 2 % 3, ¢ = —52,

d=1+9/3yk = 10*2 Octave nos da los resultados esperados:
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> b =1+ 2 % 3
b= 7

>> c = - 572

c = =25

> d =1+ 9/3
d= 4

>> k = 107 (1 + 2)
k = 1000

De manera que +, -, ¥,/ y / , tienen el mismo sentido que en dlgebra: suma, resta, multiplicacién, divisién y
potencia, respectivamente. Si solamente colocamos operaciones numéricas, el resultado se guarda en una variable
especial llamada ans (del inglés “answer”, respuesta) como podemos observar en el siguiente ejemplo:

>> 5 % 6
ans = 30

Finalmente, si deseamos calcular la raiz cuadrada de 25, lo podemos hacer de dos formas: elevando a 25 a la
potencia %, o bien utilizando la funcién sqrt:

>> 25 ° (1/2)
ans = 5

>> sqrt (25)
ans = 5

Octave tiene otras funciones matematicas, que se irdn presentando en varios capitulos del libro.

Conociendo mas sobre Octave

Si se desea que una expresion continue en la linea siguiente, hay que introducir tres puntos (. . .) antes de presio-
nar la tecla Enter. Entonces se podrd continuar escribiendo el resto de la expresion y al finalizar presionar Enter,
como en el ejemplo siguiente:

>> 1 4+ 2 +
3

ans = 6

También se pueden incluir varias expresiones en la misma linea separdndolas por comas (,). Octave calcula los
resultados y los presenta, como en el siguiente ejemplo que calcula las primeras potencias de 2.

>> 2°1, 272, 273, 274

ans =
ans = 4
ans = 8
ans = 16

Si una expresion termina en punto y coma (;) su resultado no se presenta, como en el siguiente ejemplo:

>> t = 2;
>> a =t x 5
a = 10
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A.2.3. Evaluando expresiones

Si queremos, por ejemplo, evaluar la expresion algebraica siguiente:

9 133x 12004 9z
DR 19.37

Y

para z = 1.5, seguimos estos pasos:

1. Crear la variable x y asignarle el valor para el cual deseamos obtener el resultado.

>> x=1.5
x = 1.5000

2. Escribir la expresion algebraica cuidando la prioridad de los operadores aritméticos, introduciendo parénte-
sis en donde sea necesario.

>> vy = 9/17 » x — (1.33 % 1200 + 9%x)/19.37
y = -82.298

Para evaluar la misma expresién con otro valor, se asigna el nuevo valor a la variable x, se presiona la tecla de
flecha hacia arriba hasta tener en la linea de comandos (“>>") la expresion de calculo de la variable y y entonces
se presiona la tecla Enter para calcular el nuevo resultado.

A.2.4. Vectores

En Octave un vector nos indica una secuencia de valores que se guardan en una variable. Por ejemplo, si que-
remos guardar la velocidad de un automévil, especificando una rapidez de 75 Km/h con una direccién de 270
grados, con respecto a cierto sistema de referencia, la secuencia de valores que necesitamos es: [75, 270].

En Octave un vector se representa por el conjunto de valores separados por una coma (,) o un espacio y encerrados

dentro de los caracteres [ . Para nuestro ejemplo del automévil tenemos:
>> vecAuto = [75, 270]
vecAuto =
75 270

Si se hace necesario cambiar las unidades de rapidez, por ejemplo expresarla en metros por segundo, podemos
cambiar el primer valor de la secuencia, de la siguiente manera:

>> vecAuto(l) = 75+ (1000/3600)
vecAuto =
20.833 270.000

Si ahora queremos cambiar el segundo elemento de la secuencia, el dngulo, por el valor de 90, lo hacemos de la
siguiente manera:

>> vecAuto (2) = 90
vecAuto =
20.833 90.000
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A.2.5. Vectores con incrementos constantes en sus valores

Octave nos permite generar vectores con valores que tienen un incremento constante con respecto al valor prece-
dente. Por ejemplo en el siguiente ejemplo se almacena un vector con los 10 digitos en la variable d:

>> d = [0:9]
d =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

El primer niimero entre los paréntesis especifica el valor del primer elemento y el segundo define el dltimo ele-
mento, y los valores se generan agregando una unidad para formar el valor siguiente. Si se desea agregar otro
valor diferente del 1 para formar el valor siguiente, lo hacemos de la siguiente manera:

> d = [9:-1:0]
d =
9 38 7 6 5 4 3 2 1 0
>> x = [0:0.1:0.5]
% =

0.00000 0.10000 0.20000 0.30000 0.40000 0.50000

A.2.6. Operaciones elemento a elemento entre vectores

Considere los siguientes vectores: a, b y la suma de ellos para formar el vector c:

>> a = [0
>> b [2
>> c a
c =

2 3 4 5 6 7

3 51;
2 21;

4
2

I
+ N
o N

Ocurri6 que el primer elemento del vector a se sumé con el primer elemento del vector b para formar el primer
elemento del vector c (es decir ¢(1) = 0+ 2), el segundo elemento del vector a se sumé con el segundo elemento
del vector b para formar el segundo elemento del vector c (¢(2) = 1 + 2), y asi sucesivamente hasta formar el
tltimo elemento del vector ¢ (¢(6) = 5+ 2). Recuerde que haber terminado el comando con punto y coma inhibi6
la presentacion del resultado guardado.

Ahora veamos como se realiza la operacion de resta entre vectores:

> a = [01 2 3 4 5];
> b = [2 2 2 2 2 2];
> c=a .- b
c =
-2 -1 0 1 2 3
En este caso se realizé: ¢(1) = 0—2, ¢(2) =1—2, ...,¢(6) = 5 — 2. Lo miso ocurre con la multiplicacién

elemento a elemento entre vectores:

>> a = [
>> b [
>> c a
c =

0 2 4 6 8 10

]

0 3 51;
2 2 21;

4
2

Il
* N
o NN
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En este caso se realizd: ¢(1) = 0% 2, ¢(2) = 1%2, ...,¢(6) = 5% 2. Le toca el turno ahora al operador de
divisién elemento a elemento entre vectores:

>> a = [
>> b =
>> c = a

N O

3 51;
2 2

4
2 21;

|
~ N P
o NN

c:
0.00000 0.50000 1.00000 1.50000 2.00000 2.50000

En este caso se realizo: ¢(1) = 0/2, ¢(2) = 1/2, ...,¢(6) = 5/2. Finalmente veamos el operador de elevar a
una potencia elemento a elemento entre vectores:

> a = [01 2 3 4 5];
> b = [22 2 2 2 2];
> c=a . b
c =
0 1 4 9 16 25
> d=Db ." a
d =
1 2 4 8 16 32
En este caso se realizé: ¢(1) = 0%, ¢(2) = 12, ..., ¢(6) = 52. Es decir, el vector c contiene los cuadrados de

cada elemento del vector a. De forma similar, el vector d contiene las primeras potencias de 2.

Las funciones de Octave también pueden operar con vectores. Veamos, por ejemplo, la funcién sqgrt utilizada
para obtener la raiz cuadrada de un vector de nimeros:

>> a = [4 9 16 25 36 49 64 81];
>> sqgrt (a)
ans =

2 3 4 5 6 7 8 9

Operaciones elemento a elemento de vectores. Sean los vectores a y b de la misma longitud. Las
siguientes operaciones se aplican sobre cada elemento de los vectores involucrados:

m ¢ = a .+ b.Operacion: c(i) = a(i) + b(i), para todo elemento i.
= ¢ = a .- b.Operacion: c(i) = a(i) — b(i), para todo elemento i.
m ¢ = a .* b.Operacion: c(i) = a(7) * b(i), para todo elemento 1.
» ¢ = a ./ b.Operacion: c¢(i) = a(i)/b(i), para todo elemento i.
» ¢ = a ." b.Operacion: c(i) = a(i)"b(i), para todo elemento 1.

e T

m ¢ = sqgrt (a). Operacién: ¢(i) = sqrt(a(i)), para todo elemento 1.

Veamos ahora que sucede cuando una de las variables contiene un nimero y no un vector. Por ejemplo:
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> a = [01 2 3 4 5];
>> c =a .+ 2
c =

2 3 4 5 6 7
>> ¢ = - 2
c =

-2 -1 0 1 2 3
>> c =a .x 2
c =

0 2 4 6 8 10
>> ¢ = /2
c =

0.00000 0.50000 1.00000 1.50000 2.00000 2.50000
> c =a . 2
c =

0 1 4 9 16 25

iSe generan los mismos resultados que antes! cuando teniamos el vector b del mismo tamaiio del vector a y
todos sus elementos eran iguales a 2. Es decir, Octave convierte el niimero a un vector con todos sus elementos
iguales al nimero y entonces realiza la operacion elemento a elemento.

A.2.7. Ejemplo de conversion de grados Celsius a Fahrenheit

Si deseamos convertir una temperatura en grados Celsius C' a la correspondiente temperatura en grados Fahrenheit,
nos apoyamos de la siguiente férmula:

F:g*0+32

Consideremos el problema de mostrar los valores equivalentes de grados Fahrenheit de -5 grados Celcius a 5
grados Celcius en incrementos de un grado.

Resolvemos este problema de manera muy sencilla en Octave:

>> C = [-5:5];
>> F = 9/5 .x C +32
F:

Columns 1 through 9:
23.000 24.800 26.600 28.400 30.200 32.000 33.800 35.600 37.400

Columns 10 and 11:

39.200 41.000

Como el vector F es un vector de un renglon con 11 columnas, se presentan inicialmente las primeras 9 columnas
y después las restantes.

Si deseamos convertir un vector renglén a un vector columna, simplemente se agrega el caracter * después del
nombre del vector. Por ejemplo:

>> C = [-5:5];
>> C = C’';
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>> F = 9/5 .x C +32

F:
23.000
24.800
26.600
28.400
30.200
32.000
33.800
35.600
37.400
39.200
41.000

Finalmente, si quisiéramos crear un vector columna desde el inicio, lo podemos hacer utilizando signos de punto
y coma, como se indica a continuacion:

>> a = [1; 2; 3; 4]
a:

DSw N

A.3. Graficacion basica

Veamos como graficar con Octave mediante algunos ejemplos.

A.3.1. Grafica de velocidad contra tiempo

Supongamos que una particula recorre 1000 unidades de distancia en cierto tiempo ¢, de manera que su velocidad
se puede calcular como:
1000
V= —
t
Si estamos interesados en graficar la variable v cuando ¢ toma valores de 1 a 10, en incrementos de un segundo,
los siguientes comandos de Octave resuelven este problema.

>> t = [1:107;
>> v = 1000 ./ t;
>> plot (t,v)

La funcion plot grafica los puntos (¢(i), v(7)) (para todos los posibles valores de i, iniciando en 1) en un plano
cartesiano, como se muestra en la figura[A.5h. Observe que los puntos estdn conectados mediante lineas rectas. Si
en lugar de haber utilizado plot (t, v) se empleaplot (t, v, o’ ) se obtiene la grafica mostrada en la figura
[A.3b, donde los puntos se han marcado mediante pequefios circulos.

Las instrucciones de Octave para colocar las etiquetas a los ejes del plano cartesiano son las siguientes:
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1000 n T - - - 1000
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(a) plot(t,v) (b) plot(t,v,’0’)

Figura A.5: Gréfica de velocidad (eje y) contra tiempo (eje x).

>> xlabel (' Secuencia de valores de la variable tiempo (t)’)
>> ylabel (' Valores obtenidos de la variable velocidad (v)’)

Para colocar un titulo a la gréfica, se hace a través de la instrucciéon t it le de Octave:
‘ >> title(’Velocidad vs tiempo a una distancia constante de 10007)

La Figura[A.6 nos muestra la gréfica que resulta al agregar las etiquetas a los ejes del plano cartesiano y el titulo.
El lector interesado en conocer mas puede consultar la ayuda de Octave acerca de la funcién plot, mediante:

>>help plot
"plot’ is a function from the file /usr/share/octave/4.2.2/m/plot/draw/plot.m

-— plot (Y)

-— plot (X, Y)

-- plot (X, Y, FMT)

-— plot (..., PROPERTY, VALUE, ...)
-- plot (X1, Y1, ..., XN, YN)

Octave tiene una gran cantidad de opciones de graficacién, desde combinar varias curvas, utilizar colores, trazos,
etc.

A.3.2. Grafica de un polinomio
Si deseamos graficar el siguiente polinomio:
p(z) =2 — 22 —10xz + 10

En un rango de valores de —5 < x < 5, lo podemos realizar de esta manera:
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>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

Velocidad vs tiempo a una distancia constante de 1000
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Secuencia de valores de la variable tiempo (t)

Figura A.6: Gréfica con titulo y etiquetas en los ejes.

x = [-5:0.01:57];

P=x."3 .- x."2 .- 10*x .+ 10;
plot (x,P);

xlabel (' x")

ylabel ('P(x)")

title('Grafica del polinomio P (x)’)
grid on

La grafica obtenida se muestra en la figura[A.7l Observe que el efecto de grid on fue desplegar una malla sobre
la gréfica, de manera que podemos observar con claridad cuando el polinomio cruza el eje = (es decir las raices
del polinomio).
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Grafica del polinomio P(x)

100
50 /
/\
z
-50
-100
6 -4 -2 0 2 4 6

Figura A.7: Grafica de un polinomio.

A.4. Guardando secuencias de comando en un archivo

A medida que vayamos avanzando en Octave surgird la necesidad de poder guardar secuencias de comandos ttiles,

para poderlos recuperar rapidamente.

Lo que necesitaremos serd crear archivos de texto, bien sea utilizando el editor de textos de nuestra preferencia, o

bien mediante el Editor en la interfaz de usuario grafica de Octave.

Por ejemplo, si creamos un archivo de texto llamado graficaPolinomio.m, en el directorio desde el cual se

inici6 Octave, con el siguiente contenido:

x = [-5:0.01:57;
P=x."3 .- x.72 .- 10*x .+ 10;
plot (x,P);

xlabel ("x")

ylabel ("P(x)")

title('Grafica del polinomio P (x)’)
grid on
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Podemos llamarlo de Octave, para que se presente nuevamente la gréfica del polinomio.

| >> graficaPolinomio

Observe que solamente se requiere el nombre del archivo sin la extensién . m.

El lector interesado puede profundizar en Octave aprovechando los tutoriales, manuales y libros que estan dispo-
nibles en Internet.

A.5. Ejercicios

1. Obtener los valores de la variable dependiente r, que corresponden a los valores de x1 = 1, 0 = 2,y
r3 = 3 en la siguiente expresion:

—10 — /(-10)2 — (4)(5)z
(2)(5)

2. Determine los valores de y correspondientes a los valores de ¢ desde 1 hasta 10, en incrementos unitarios,
en la siguiente expresion:

T =

1 2
= at
y=ga

donde a = 9.8.

3. Grafique la siguiente linea recta definida por la ecuacion:
y=2r+3

Considerando valores de x que inician en 0 y terminan en 10, en incrementos de 0.1. Incluya una malla en
la grafica, para apreciar mejor el comportamiento de la recta.

4. Grafique la ecuacién de la raiz cuadrada positiva de los nimeros de 1 al 100, en incrementos unitarios.
Incluya una malla en la gréfica, para apreciar mejor el comportamiento de esta funcién.

5. En el capitulo de trigonometria se presenta la funcién trigonométrica sin, que recibe un dngulo en radianes.
Grafique la funcién:
y = sin(x)

Considerando valores de x que inician en 0 y terminan en 2 * pi, en incrementos de 0.1. Recuerde que en
Octave pi=3.1416.

6. En el capitulo de trigonometria también se presenta la funcién trigonométrica cos, que recibe un dngulo
en radianes. Grafique la funcién:
y = cos(x)

Considerando valores de x que inician en 0 y terminan en 5 * 2 * pi, en incrementos de 0.1. Recuerde que
en Octave pi=3.1416.

7. Un tridngulo estd definido por los tres puntos siguientes: P, = (2,2), P» = (6,2) y P3 = (3,5). Dibuje
este tridngulo en el plano cartesiano y determine su perimetro. En la gréifica utilice, ademds de la opcién
grid on,laopcién axis equal para tener iguales unidades de distancia en los ejes de la gréfica.
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8. Los puntos (z,y) que forman un circunferencia de radio r con centro en el origen, estin definidos por la
expresion:

Si despejamos y tenemos:
y=r2— g2

Grafique los puntos de una circunferencia de radio » = 5, considerando valores de x en el intervalo:
—5 < x < 5, en incrementos de 0.01 unidades. Para ello, considere dibujar las funciones siguientes, que
consideran los dos valores de la raiz cuadrada:

y1 = +Vr2—a?

Yy = —Vri-z?

Utilice la opcién axis equal para tener iguales unidades de distancia en los ejes de la grafica. Después
de llamar la primera vez a la funcién plot, ingrese el comando hold on para que la segunda llamada
a la funcién plot se realice sobre la misma grafica. Se deberd obtener una grafica como la mostrada en la

figura[A.8]
A / \ i
N i
ok i

\ [
\ /

\ /

Figura A.8: Gréfica de un circunferencia de radio de 5 unidades centrada en el origen.
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Apéndice B

Respuestas a la Evaluacion 1

Enseguida se presenta la solucion a los ejercicios de la evaluacidén 1 del capitulo

1. Una compaiifa obtiene de ganancias noventa y cinco mil cinco pesos el primer mes, pierde ciento noventa
mil trece pesos el segundo mes y nuevamente tiene una ganancia de setecientos cincuenta mil noventa pesos
el tercer mes. ;Cudnto obtuvo de ganancias en los tres primeros meses?

Solucion. En el primer mes gané 95, 005 pesos, en el segundo mes gané —190, 013 pesos y en el tercer mes
gané 750, 090 pesos. El total de ganancias, GG, es la suma de las ganancias de cada mes, considerando su
signo (negativo si son pérdidas):

G = (95,005 + 750,090) — 190,013

Realizando la suma indicada:

M
9 50 0 5
+ 7500 90
8 4 50 9 5

Abhora sélo falta efectuar la resta siguiente:

G = 845,095 — 190,013

7 14

g8 4 5 0 9 5
-1 9 0 0 1 3

6 5 5 0 8 2

Las ganancias de los tres primeros meses es $655,082.00
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2. A un centro de adiestramiento llegan 89 camiones de soldados. Considere que cada camion lleva 38 solda-
dos. Si el total de soldados, se reparten equitativamente a 13 poblados, ;Cudntos soldados se envian a cada
poblado? ;Cudantos soldados permanecen en el centro?

Solucion. El total de soldados, S, que llega al centro es:
S =89 %38

Efectuando este producto:

8 9
* 3 8
oo
7 1 2
2y 2
2 6 7
(1
3 3 8 2
Para encontrar cuantos soldados se envian a cada poblado, el valor de S = 3382 se divide entre 13, la
cantidad de poblados:
3382 ot o
13 13

El cociente c y el residuo r se obtienen al efectuar la division:

2 6 O
3/3 3 8 2
226
7 8
708
0 2
-0
2

El cociente es 260 y el residuo es 2.

Se envian 260 soldados a cada poblado y quedan 2 soldados en el centro.

3. En un laboratorio se tienen dos frascos cierta vacuna, el primero de 2.385 litros y el segundo de 9.880 litros.
Si se reparte esa cantidad en dosis de 0.005 litros, ;Cudntas dosis de esa vacuna se tendran disponibles?

Solucion. El total de vacuna, V, es la suma de los contenidos los dos frascos:

V =2.385+9.880
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» @ (D)
2 . 3 85
+ 9 . 88 0
1 2 2 6 5

De esta manera, V' = 12.265 litros. Ahora sélo falta efectuar division de V entre 0.005. El total de dosis,
D, es el siguiente:

12.265
D =
0.005
Do 12.265 * 103
0.005 * 103
12,2
D , 265
5
2 4 5 3
501 2 2 6 5
10
2 2
2 0
2 6
2 5
1 5
-1 5
0

El cociente es 2453 y el residuo es 0.

Se tienen 2, 453 dosis disponibles de vacuna.

4. Calcule el valor de a en los siguientes ejercicios y expreselo como una fraccién simple. Recuerde que en
una fraccion simple el numerador y denominador no tienen factores en comdun, es decir, tiene los nimeros
enteros mas pequefios en el numerador y denominador.
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a) a=2%%2% Solucién:
a = 22x24
a = (2%x2%2)%x(2%2%x2x%2)
a = 8%(2%x2x%x2x2)
a = (8%2)%2%x2x%2
a = (16%x2)%x2x%2
a = (32%2)%2
a = 64%2
128
a = —
1
b) a:%—i—%*f’—% Solucién:
3 7 2
= 4423 =
¢ R R—
3+7*8 2
a = —+-%x8— —
4 8 —4
L3 T8 (2
48 1 4
3+7*8 2
a = —+-%x-—|—=
4 1 8 4
3+7*1+2
a = -+ - -
4 1 4
41 4
L (3L, T
- \4 4 1
3+2+7
a = — + -
4 1
5+7
a = -+ -
4 1
_ 5, T4
T 1T 1
4 4
33
Qa =

=
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¢)a=4+8%10"1+2-08

d) a =

T _6_ 04
010 T04

142+3%22

Solucion:

Academia Mexicana de Computacion, A.C.
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Solucion:
11 2
—4+8x%x107'+2-08
g Texll+g
1 +8x107" + 2 8410~
— * — — 8%
3 6
%¥+%+%8*MF1—8*104)
11 2
— 4+ =40
3 + 6 +
11 2/2
3 6/2
11 1
3 3
11+1
E
3
12/3
3/3
4
1
14+2%3%22
R S
10 10 .
1+2%3x4
a = 7 6 _
1+24
a = 7 6 1
010 t4* 10
25
a = 7 6 Z
610" 10
25
a = 1514
10
25
_ 1
a = -9
10
25 %10
a pr—
1x(—1)
Lo 20
-1
250
a = ——
1
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e) a:%+%+i Solucion:
1 1 1
a = (§+§)+Z
B 1*3+1*2 +1
“ 7 \2x3 " 3%2) "1
3+2 +1
a = [=+= -
6 6 4
3+2 1
@ = St
5+1
a = —+-
6 4
- 5*2+1*3
“ T 6x2 7 4x3
U
“ T 1T
10+ 3
a =
12
13
a = —
12
f) a=28—-2° Solucién:
a = 28-2°
a = 22x28 —2%%2
a = (2%2%2%x2) % (2%2%2%2) — (2%2%2%2) %2
a = 16%x16—16%2
a = 256—32
a = 224
o
|
g) a=(22%23)2 Solucién:
a = (22%23)2
a = (22+3)2
a = (252
a — 25*2
a = 2%
a = 1024
1024
a = —
1
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Respuestas a la Evaluacion 2

Enseguida se presenta la solucién a los ejercicios de la evaluacién 2 del capitulo 111

1. Si un tridngulo rectdngulo tiene un cateto 2 unidades mds largo que el otro cateto y la hipotenusa tiene 2
unidades mas que el cateto més largo, encuentre el perimetro de dicho tridngulo.

Solucion:

Sea x el cateto mds corto, x + 2 el cateto mds largo y x + 4 la hipotenusa del tridngulo rectdngulo. Sabemos
por el teorema de Pitdgoras que se debe cumplir:

(x4+4)?2 = (z+2)%+2?
2482 +16 = (22 +4a+4)+2?
2? +8r+16 = 22° +4x +4

22+ 8x + 16 — 22 — 8x — 16 202 —2® +4r — 8 +4— 16
0 = 2°—4x—12

Si resolvemos esta ecuacién cuadrética de la forma az? + bz +¢ = 0,cona = 1,b = —4 yc= —12,
tenemos:

—b++b? —4ac

2a
I —(—4) £ /(-4)? = 4(1)(-12)
2(1)
I 448
2
o 448
L=
rT = 6
4—8
Ty = —
2 2
Tro9 = —2

De manera que la solucién buscada es z = 6, el otro cateto mide = + 2 = 8 y finalmente la hipotenusa tiene
una longitud de x + 4 = 10. Por lo tanto el perimetro P = 6 + 8 4 10 tiene un valor de 24.
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El perimetro tiene una longitud de 24 unidades.

2. Encuentra el valor de z en las siguientes ecuaciones:

a)%xil_%x—li-lzaﬂl—l b) 5_35;;1 _%
Solucion a):

41 2 11
52z—1 5ax+1  22-1

5 4 1 2 1 5 1
1 <5x—1_5x+1> T o1t
54 1 52 1 _ 5 1
157-1 15231 = 1221
54 1 52 1 - 5 1
5171 51241 — 1221
4 1 2 1 5 1
(1)Iw—1_(1)1m—|—1 o1 221
41 2 1 5 1
loz—1 1lz+1  1a22-1

1 2 5

r—1 z+1  22-1

4 xz+41 2 z—-1 b
r—1x+1 x+1lz—-1  22-1

Az+1) 2w-1) 5
22-1  22—-1  22-1

dr+4 22—-2 b

22—-1 22—-1  22-1

dr+4-(22-2) 5
z2—1 21

de+4-2w+2 5

x2—1 o221

Az —22)+(4+2) 5

2 -1 o2 —1

4-2x+(A4+2) 5

x2 -1 o2 —1

2e+6 5

z2—1  22-1
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-1 20+6 _ 2’-1 5
1 r2—1 1 2 -1
x2—1*2x+6 B $2—1*§
2 -1 1 o221 1
2 +6 5
1 = (1)*=
(1) = (1) -
2e+6 §
1 1
20 +6 = 5
2c+6—-6 = 5—6
2r4+(6—-6) = 5—6
20 4+0 = -1
2r = -1
12z -1
2 1 1
2z -1
21 2
—1
1 = —
We = 5
B 1
T T
a)r = —%
Solucion b):
1
5 _ 1
5
5— 3z+1 5
1
5 _ 1
5 3x4+1 _ _ 5 5
1 3z+1 3z+1
1
5 _ 1
15245 _ 5 ~ 5
3z+1 3x+1
1
5 _ 1
152+5—5
gx—&-l 5
1
5 1
15
Smfl 5
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1% (3x+1) B 1
5% 1bx 5
5 3x+1 5 1
— % f— — %k —
1 5x*15x 1 5
3z +1
= 1
152
3z +1
152 % o = 1x156x
3r+1 = 15z
—3x+3rx+1 = 15z — 3z
1 = 12z
1 1
—x%x1 = 12z * —
12" T 12
1 J—
2~ 7

8
I
Sl

3. En un expendio de granos, se ofrece una bolsa de 10 kilogramos de una mezcla de frijoles de dos tipos. El
frijol tipo A vale $18.00 el kilogramo y el frijol tipo B vale $22.00 el kilogramo. Si la mezcla tiene un costo
de $19.60 por kilogramo, ; Cuantos kilogramos de cada tipo de frijol contiene la bolsa de 10 kilogramos?

Solucién: Sea x = kg de frijol tipo A, y = kg de frijol tipo B. Considerando que la suma de z y y son 10
kg, tenemos la primera ecuacion:

x4y =10 (C.1)

Ahora bien, considerando que el costo de produccién de este frijol mezclado es igual al precio de venta de
la bolsa de 10 kg, tenemos la segunda ecuacién:

182+ 22y = 19.60 % 10
18z +22y = 196 (C.2)

Para conocer x y y s6lo falta resolver este sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas. Utilicemos el método
de sumas y restas. Si multiplicamos la ecuacién [C.I] por 18 tenemos:

18x 4+ 18y = 180 (C.3)

Enseguida restamos la ecuacién [C.3]de la ecuacion
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182 4+ 22y = 196

18z + 18y = 180

Al realizar la resta, se elimina el término 18x de la ecuacion resultante:

22y — 18y = 196 — 180

494 = 16
3*43/ = %*16

16

Y=

y = 4

Finalmente, encontramos el valor de x a partir de la ecuacién [C.2}

z+y = 10
r+y—y = 10—y
z = 10—y
r = 10—4

r = 6

x = 6 kg de frijol tipo A, y = 4 kg de frijol tipo B.

4. Encuentra un ndmero entero positivo de dos digitos, tal que el digito de las unidades equivale a tres cuartas
partes del digito de las decenas. Si ademds el nimero se divide entre la suma de sus digitos, el cociente
resulta ser 6 y el residuo es 2.

Solucion: Sea n el nimero buscado, d el digito de las decenas y u el digito de las unidades. Al expresar a
n como un nimero decimal tenemos la primera ecuacion :

n=dx10+u (C4)

Como el digito de las unidades equivale a tres cuartas partes del digito de las decenas, tenemos la segunda

ecuacion 5
U= d (C.5)
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Sustituyendo esta ecuacion en la anterior, tenemos:
n = dx10+u
3
n = d*x10+ 1" d
3
4 3
= (10%x—-+4+-)*d
n (10 % 1 + 4) *
40 3
= (—+-)xd
n ( 1 + 4) *
43
n = R xd (C.6)

Finalmente, como el ndmero se divide entre las suma de sus digitos y el cociente es 6 y el residuo es 2,

tenemos la tercera ecuacion:

n _ 64 2
d+u d+u
d+u n d+u 2
1 >kd—|—u B 1 *<6+d—|—u>
n = 6(d+u)+2 (C.7)
Igualando las ecuaciones[C.8ly [C.7]y sustituyendo u por la ecuacion[C.3] tenemos:
4
23 xd = 6(d+u)+2
4;l—3>|<d = 6(d+%*d)+2
4
Z3*d = 6(1+Z)*d+2
43 4 3
—xd = 6(=+-*xd+2
1 * 6(4 + 1 *d+
%73 xd = 6% Z *d+ 2
% xd = % *d+ 2
4 42
4*%*41 = 4*(4*d+2>
43d = 42d+4 %2
43d = 42d+8
43d —42d = 42d —42d+ 38
d = 8 (C.8)
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Finalmente, obtenemos u de la ecuacién[C.3] sustituyendo el valor encontrado de d:

U = z*d
u = 2*8
L
4
u = 6 (C.9)

El nimero n = 86

5. Cierto avién de combate situado inicialmente a 11, 200 metros de altura realiza un descenso en linea recta.
Si después de 3 minutos desciende 420 metros, encuentre:

a) la ecuacion de la recta que define la altura en metros en términos del tiempo en segundos.

b) con la ecuacién de la recta encontrada, calcule el tiempo para que su altura sea 5, 000 metros.

Figura C.1: Problema de avién que desciende siguiendo una linea recta.

Soluciéon: Consideremos la recta
h=mt+b (C.10)

Sea el tiempo t; = 0 cuando el avién estd a una altura h; = 11,200m. En el tiempo to = 3min =
3 mlfgjﬁ = 180s, la altura hy = 11,200 — 420 = 10, 780m. En la figura[C.1] se ilustra el descenso en
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linea recta del avion. Con estos datos podemos calcular la pendiente m:

ho — hq
m =
to — 11
10780 — 11200
m = —
180 -0
—420
m = —
180
—420/60
m = —
180/60
7 m
m = ——= —
3 s

De la ecuacién [C.10] podemos calcular b, utilizando el valor calculado de m y el punto (¢1, hy):

h = mt+b
h—mt = mt—mt+b
h—mt = b
hi—mt; = b
11200—%*02()
11200 =0

De la ecuacién [C. 10/ podemos despejar ¢, para calcular el tiempo t3 cuando hs = 5000:

h = mt+bd
h—b = mt+b—-0»
h—b = mt
1
—x(h—0) = mt*x—
m m
h—b
- =t
m
hs —b
3 .
m
5000 — 11200
—_— = t3
3
—6200
= B
3
6200« 3 ;
- = 13
2657.14 = t3
a) La ecuacién de larectaes h = —%t + 11200.

b) En 2,657.14 segundos el avién tendré una altura de 5,000 m.

Academia Mexicana de Computacion, A.C.

256

L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva




Matematicas bésicas: de lo intuitivo y concreto a lo abstracto.

257

6. Cierto tridngulo tiene dos lados de 10m y 6m. Si ademads el dngulo entre estos dos lados es de 30 grados,

determine:

a) lalongitud del otro lado.

b) el area del tridngulo.

Y1

30°

v

Py

0
0

10

Figura C.2: Problema del tridngulo con dos lados y un dngulo.

Solucion: La figura[C.2] muestra la situacién planteada. y; serd la altura del tridngulo de base b = 10m y
lado a = 6m. Podemos calcular y; (la altura del tridngulo) aprovechando la funcién seno del angulo de 30

grados:

Yy
a

1
ax L
a

Y1
Y1
Y1

sin(30°)

a * sin(30°)

a * sin(30°)

6x0.5

3 (C.1D)

De manera que el area del tridangulo, A, se puede calcular como:

A

A
A

by

2
10m * 3m

2
15m?

(C.12)

Por otro lado, si calculamos las coordenadas del punto P; de la figura y sabemos las coordenadas del
punto P», podemos calcular la longitud del lado faltante, utilizando el Teorema de Pitdgoras. Para calcular
la coordenada x; podemos aprovechar la funcién coseno de 30 grados:

I °
= 30
. cos(30°)
ax L = 4« cos(307)

a

x1 = axcos(30°)

1 = 6x*0.8660

1 = 5.1961 (C.13)
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De manera que la longitud del lado faltante, ¢, serd la distancia entre los puntos Py = (z1,y1) y P» =
(10,0), es decir, x2 = 10, y2 = 0. Aplicando el Teorema de Pitdgoras tenemos:

c = V(v2—21)2+ (y2 — y1)?
¢ = /(10 —5.1961)2 + (0 — 3)2
¢ = 5.6637Tm (C.14)

a) La longitud del lado faltante es de 5.6637m.
b) El 4rea del tridngulo es de 15m?.

7. Si la poblacién de una cierta bacteria se incrementa 100 veces cada hora, encuentre:
a) Una expresidon matematica para calcular la cantidad de bacterias en ¢ horas. Suponga que en ¢t = 0, se
tienen 4 bacterias.
b) Encuentre una expresién matemdtica para calcular el tiempo en que la poblacién de bacterias alcanza
25000 bacterias, suponiendo que inicialmente estan sélo 4 bacterias.
Solucion: a)

Sea P(t) la funcién que nos permitird calcular la poblacién de bacterias en el tiempo ¢ expresado en horas.
Veamos que sucede cuanto ¢ parte de 0 y se va incrementando:

= 100" % 4

= 10P(0) = 100 4 = 100" % 4

= 10P(1) =100 % (100" % 4) = 1002 * 4
= 10P(2) =100 * (100% * 4) = 1003 * 4

La expresion buscada es: P(t) = (4) 100,

Solucion: b)

Para resolver este problema tomemos logaritmos en base 10 a ambos miembros de la igualdad obtenida y
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apliquemos las propiedades de los logaritmos que ya conocemos:

P(t) = (4) 100
logio(P(t)) = logy(4 100t)
logio(P(t)) = logyo(4) + logi(100°)
logio(P(t)) = logyo(4) +t * log;((100)
logyo(P(t)) = logyg(4) +t*2
logyo(P(t)) = logyo(4) + 2t
¢ = logo(P(t)) — logyp(4)

2

Si P(t) = 25000, tenemos que ¢ lo podemos calcular en Octave como:

>> t = (logl0(25000) - logl0(4))/2
t = 1.8979

b) El tiempo buscado es ¢ = 1.8979 horas.
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Apéndice D
Respuestas a la Evaluacion 3

Enseguida se presenta la solucién a los ejercicios de la evaluacion 3 del capitulo L1l

1. Encuentre todos los valores de = que satisfacen la siguiente ecuacion. Exprese sus resultados en términos

del niimero a (a # 0).
a n 1 a
o T 3/ 1 I\ o
—2 7(20,—3: o 2a+$)

Solucion. Enseguida se muestran los pasos para encontrar los valores de x:

a + 1 a
—9 ;3( 1 _ 1 ) 9
2 \2a—2x 2a+x
a+ 1 a
2 " B — 1) 2
2 \2a—2x 2a+x
a a+ 1 a+a
2 2 L 1) 2 "2
2 \2a—2x 2a+x
1
S L 1y T a
2 \2a—2x 2a+x
1
3/, 1 2 = a
-3 atx 1 *2a—:r:)
2 <2a—x 2a+x 2a+x 2a—x
1
;3( 2a+x _  2a—= ) = a
2 \4q2—x2 4q2 —x2
1
_— = Qa
=3 ( 2a+x—2a+x )
2 4a2—x2
1
=
-3 2x
7(4(127‘%2)
1
—3x = a
4a2 —x2
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4a® — z?
—3x
4a® — 22
—3z
4a? — 2?

4a® — 2 + 3ax
—22 + 3ax + 4a’®
(—=1) % (=22 + 3az + 4a?)

22 — 3az — 44>

(—3x)

a
(—=3x) *xa
—3ax

3ax — 3ax
0

(=1)%0

0

—(=3a) £ /(=3a)2 — 4(1)(—4a?)

v 2(1)
3a £ v/9a? + 16a2
€T =
2
3a + V2542
r = —
2
3a £ 5a
€T = —_—
2
3a+5
r = satoa da
2
3a — ba
Ty = — = —a
Los valores que puede tomar x son: x1 = 4ay r2 = —a

2. (1p) Tres batles contienen monedas. Uno de ellos tiene una etiqueta que dice “oro”, otro presenta una
inscripcion que se leé “bronce”, y el tercero un letrero que dice “oro o plata”. Uno de los bailes contiene
exclusivamente monedas de oro, otro s6lo monedas de plata y un tercero s6lo monedas de bronce, pero los
tres batles estan incorrectamente etiquetados. ;Cudntos batiles hay que abrir como minimo para determinar

el contenido de cada uno de ellos?

Solucion. La observacion clave es que los tres batles estin incorrectamente etiquetados y contienen
monedas exclusivamente de un tipo metal. Iniciemos con el batl con el letrero “oro o plata”, la dnica
posibilidad es que contenga monedas de bronce. Sigamos con el bail con el letrero “oro” donde la dnica
posibilidad es que contenga monedas de plata. Finalmente con el baiil con el letrero “bronce” donde la tinica

posibilidad es que contenga monedas de oro. Asi, sin abrir los batiles, se puede conocer su contenido.

Numero de baules para abrir como minimo: 0

3. Encuentre los conjuntos Ay Bsi A— B ={1,2,3,a}, ANB ={5,b,c}y B— A={x,y,z,u,v}.
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Solucion. La figura[D.Jl muestra la situacién planteada para A — B, a N By B — A. De la figura se deduce
que: A=1{1,2,3,5,a,b,c} y B={5,b,¢c,z,y,z,u,v}.

U

Figura D.1: Conjuntos Ay B.

A={1,2,3,5,a,b,c} y B={5,b,¢c,x,y,z,u,v}

4. Considere el conjunto Universo como el conjunto N de los niimeros naturales. Sea el conjunto A = {z| § € N}
y el conjunto B = {z| § € N}. Determine el resultado de A°N B.

Solucion. Los conjuntos N, A, A°y B son los siguientes:
N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,...}
A = {2,4,6,8,10,12,14,16...}
A = N-A=1{1,3,57,9,11,13,15,...}
B = {3,6,9,12,15,18,...}
De manera que el conjunto pedido A° N B es el siguiente:

A°NB={3,9,15,...}

Es decir, todos los nimeros multiplos de 3 que sean impares.

AN B =1{3,9,15,...

5. En una reunién coinciden un total de 125 personas, de los cuales 85 son policias y 57 son delincuentes. ;Es
posible determinar si hay policias delincuentes en la reunion? De ser posible, determine dicha cantidad de
personas.

Solucion. Sean los conjuntos P = {x |  es policia} y D = {z | © es delincuente}. Sabemos que
|P U D| = 125, el total de personas. También sabemos que | P| = 85y que |D| = 57. Como sabemos que:

|PUD|=|P|+|D|—-|PnD|
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Podemos despejar | P N D/, el nimero de policias que también son delincuentes:
|PND| = |P|+|D|—|PUD|
|[PND| = 85+457—125
|PND| = 17
Si se puede determinar, son 17.
6. Dados los conjuntos A = {a,b}, B ={1,2,3} y C = {+, —}. Calcule: (A x B) x C.
Solucién. Calculemos primero A x B,
Ax B ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}
Enseguida podemos calcular el resultado pedido: (A x B) x C
(A X B) X C = {((a7 1)7 +)’ ((a7 2)7 +)7 ((a’ 3)’ +)7 ((b’ 1)7 +)7 ((b7 2)7 +>7 ((b7 3)’ +)7
((CL, 1)7 _)7 ((aa 2)7 _)7 ((a7 3), _)7 ((b7 1)7 _)7 (<b7 2)7 —), ((b, 3)? _)}
7. Encuentre el valor de x y y en la siguiente ecuacion:
(x4+yvV-1)(1—-+v—-4)=—-14++v/—-64
Solucién. Introduciendo la unidad imaginaria, para facilitar los célculos:
(x4+yvV-1)(1—-v—-4) = —-1++v-64
(2 +yV=D)(1 - VB(D) = —1+/6H (D)
(z+yvV—1)(1 —V4/=1) = —1+V64v/—1
(r+y)(1—2i) = —1+8i
x(1—20)+yix(1—-2i) = —1+8i
x—2m+yz—2y22 = —1+8&
r—2xi+yi—2y(—1) = —1+8i
r—2xi+yi+2y = —14+8i
(x+2y)+(224+y)i = —-1+8;
De manera que se deben de cumplir que las partes reales y las imaginarias sean las mismas:
r+2y = -1 (D.1)
—2z+y = 8 (D.2)
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Multiplicando la segunda ecuacién por —2 y sumando a la primera tenemos:

dr —2y = -—-16
r+2y = -1
de+24+0 = —-16—-1
Sxr = —17
1 1

—17

= D.3

T 5 (D.3)

Despejando y de la ecuacién tenemos:

—2x+y = 8
22 -2z +y = 2x+8
y = 2x+8
-17
y = 2(?) +8
—-34 5
= —— 4 8x%-—
Y 5 %5
=34 n 40
Y= 5 s
o —34+40
Y= s
6
= - D.4
Y 5 (D.4)
En octave podemos comprobar facilmente este resultado:
>> (=17/5 + 6/5%sqgrt(-1)) = (1 - sqrt(-4))
ans = -1 + 81
Respuestas: © = =37,y = 9
8. Exprese el valor de x que cumple la siguiente ecuacién:
—1—-+v—-4
=vV-25*z

(1+vV=3)x(1—-v=3)

Solucién. Introduciendo la unidad imaginaria, para facilitar los célculos:

—1-v- = V-25*x
v a-va V7
—1-viED = V(25)(-1) xz
1+ v3)(-1) = (1-+/(3)(-1))
1 Viv-L N N

(1+v3y/=1) * (1 —v3y/=10)
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—1-2i
= Hix*xx
(14 v/3i) * (1 — V/30)
-1-2i -y
—1-—2i ,
W = 57,*37
—1-—2i y
N — f— *
1-3(—1) P
—1-—2i y
= 1%
1+3
—1-—2i
1 ‘ = Dbixzx
—1-—2i
4 % 1 ! = 4xbixzx
—1—-2¢ = 20t*xx
L(c1-2i) = (=200)
— (=1 — = (== *
20i ! 20i T
—1—2i —20i
% = X
204 —20i
(—1 — 2i) % (—204)
= x
—(202)i2
(—1 — 2i) * (—207)
= x
—400 * (—1)
207 + 4072
S s
400
204 + 40 * (—1)
=
400
—40 + 20i
o
400
—40+ 20 .
—_— —1 = X
400 400
_1+ 1.
—+t =t = T
10 20

En octave podemos comprobar facilmente este resultado:

>> (=1 - sqrt(-4))/ ((l+sgrt (-3))* (l-sqrt (=3)))/sqrt (-25)
ans = -0.100000 + 0.05000041

— -1, 1,
Respuesta. © = 75 + 55¢

Academia Mexicana de Computacion, A.C. 266 L. Romero Muiioz y M. Garcfa Villanueva



Apéndice E
Respuestas a ejercicios impares

Capitulo 1. Los niimeros enteros y la suma

l.a=73a=75a=1,7.0a=2,9a=711.a=6,13.4=1,15.2=2,17.2<3,19.0=0,21.1 = 1,
23. 3 < 2, 25. 3 manzanas, 27. 7 manzanas, 29. 3 grados, 31. debo 2 pesos.

Capitulo 2. La resta como una suma
l.a=1,3.a=1,5a=-1,72a=-7,9.a=-9,11.a=0,13.a = -8,15.a =5,17.a = 1,19. ¢ = 0.
Capitulo 3. La multiplicacion y la potencia

l.a =10,3.a = -12,5.a =6,7.0a = 0,9.a = —29,11. ¢ = 256, 13. ¢« = —110, 15. ¢« = 1101, 17.

1%10% +2%10% 4 3 % 10° (ciento veintitrés), 19. 1 x 10° + 1 % 10° (cien mil uno), 21. 1% 10% 42 % 103 + 2 % 10°
(cien millones tres mil dos), 23. 1% 10° 4+ 4 % 10° + 1 % 10* 4+ 3 % 10! (mil millones cuatrocientos diez mil treinta).

Capitulo 4. Numeros fraccionarios y la division

L3=12032>035%2>%72>169%a=21La=-213 a=1+3.15.a=3,17.a=—1,

19.0=-12la=3,23.a=1%,25.a=227.a=3+3,29.a=3+ % 3l.a =429+ 2,
Capitulo 5. Algoritmos de las operaciones basicas

l.a = 140,3.a = 155, 5. a = 13,343, 7. a = 8,283,9. a = 8,908, 11. a = 2,210, 13. ¢ = 15,129, 15.
a=2,592,590,17.a = —19,392,19.a = 0,21.a = 3+ 3, 23.a = 102+ 19, 25. a = 3506 + 5, 27. a = 429,
29. 5! = 120, 8! = 40320, 10! = 3628800, 31. 840 jabones.

Capitulo 6. Evaluacion 1. Ver Apéndice B.
Capitulo 7. Conceptos geométricos basicos

1.a) 0.2194 rad, b) 0.5324 rad, ¢) 57° 17" 44.16” d) 45° 0/ 0”,3. P = 16, A = 12, 5. P = 240 m, A = 2700 m?,
7. P = 207 cm, A = 1007 cm?, 9. 11.3097 X2

Capitulo 8. Las ecuaciones

1. $199, 000.00, 3. los nimeros 15y 16, 5. 2.4 horas, 7. 6.0198 centimetros, 9. y = —% T+ % 11. x = —5.2,
y = 1.1, 13. Area de 20.663 m?.

Capitulo 9. Trigonometria

1. drea de 6 m?, 3. 6; = 30°, 3 = 60° y 03 = 90°, 5. 433.01 m.
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7. Consideremos un punto (z,y) sobre una recta y = ma que pasa por el origen. Calculemos la funcién sin(6):

sin(0)
sin(0)
sin(6)
sin(6)
sin(0)

sin(6)

Y

mx

x? + (mx)?

mx

Va2 +m2ax?

mx

z2(1 4+ m?)

mx

sin(6)

Donde se ha aprovechado que m = tan(#). La funcion sin(f) no depende del punto en cuestién (z,y), por lo
tanto no depende del tamafio del tridngulo. La demostracién de la funcién cos(6) es similar:

cos(f) = \/JC;UTZ/Q
cos(f) = %
z? 4+ (mx)
cos(f) = N
cos(f) = = ‘ =
x2(1 +m?)
cos(f) = \/I—Q
x4/ (1 +m?)
1
cos(f) = T
cos(f) = !

9.y =—1.7321x.
Capitulo 10. Las funciones exponencial y logaritmica
1. a) Queda el 65.975 % del material original, b) tiene una

3. Realizando el calculo en Octave:

>> logaritmo_10 / log(10)

logaritmo_10

10g (1000000)
6.0000

La respuesta es 6.

Capitulo 11. Evaluacion 2. Ver Apéndice C.

antigliedad de 10, 000 afos.
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Capitulo 12. Légica y conjuntos

1. En las tablas[E.I) ((a) y (b) se muestran las tablas de verdad de cada inciso.

plag|p—q|p|(-p Vg
FIF| Vv |V %
Flv] v |V %
VIF| F | F F
vIiv] v | F 1%

Tabla E.1: Tabla de verdad del ejercicio 12.1a. Observe que la tercera y la dltima columna son idénticas, en los
cuatro renglones.

plag|lp—=q|-q|-p| (=g —(-p
FIF| VvV v ]V Vv
Flv] v [ F|V %
VIF] F |V F F
vIiv] v [ F|F %

Tabla E.2: Tabla de verdad del ejercicio 12.1b. Observe que la tercera y la dltima columna son idénticas, en los
cuatro renglones.

3.

a) P =1{1,2,3,...},

b) P ={0,1,2,...},
oP=1{., -3 -2-1},

dP={.,-3-2-11,23,...},

e P={.,-6-4-2,246,...}.

5.

a)P={...,-6,-4,-224,6,..},P={cx € Z| ez (x=2x%k)},
b)P={...,-5-3,-1,1,3,5,..},P={c € Z|3hey (x=2xk+1)},
OP={.,-6,-30369,..,P={zec Z|hes (x=3%k)}.
7.a) AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9},

b) AN B ={1,2,3,4},

¢)A—B=1{56,17,8,9},

d) A° = {10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20},

e) B¢ = {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16, 17,18, 19, 20},

f) AN B° = {5,6,7,8,9},

g) (A—C)nB°=1{56,7,9,10,11},

h) ACB=F.
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9.a) 50, b) |A x B| = |A||B.
11. a) 274 % 104, b) 273 % 10%, ¢) 272 + 104, d) 274 % 103.

13. a) funcidn inyectiva, b) funcidn inyectiva, ¢) funcion inyectiva.

Capitulo 13. Nimeros complejos

l.a)z=4+4+8;,b)z2=-5—-"Ti,¢) z=2,d) z = —2¢, &) z = 21.

3.k1 =5,ke=1,

5.a)20 =3,21 = —3,b) 20 = 36, 21 = —3i,¢) 2, = 2 £(0+36°k), k=0,1,2,...9,d) 2z, = v/2 /(5°+40°k),
k:0,1,2,...8,e)20:1—|—z’,zl:1—i,f)z0:0,21:0,22:1,g)z0:0,21:0,22:2',23:—2'.

Capitulo 14. Evaluacion 3. Ver Apéndice D.

Apéndice A. Aprovechando la tecnologia

1.
>> x = [1 2 3];
>> r = (=10 — sgrt((-10)7"2 -4 * 5 .% x))/(2%5)
’ i1.8944 -1.7746 -1.6325
3.
>> x = [0:0.1:107;

>> y =2 % X .+ 3
>> plot (x,V)
>> grid on

La gréfica se presenta en la figura[E.Jl
5.

>> x = [0:0.1:2%pi];
>> y = sin(x);

>> plot(x,V)

>> grid on

La grafica se presenta en la figura[E2]
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25

20

15

10

Figura E.1: Gréfica del ejercicio 3.

0.5

-0.5

Figura E.2: Gréfica del ejercicio 5.

7.

\>>x=[2632];
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>> vy = [2 2 5 2];
>> plot (x,V)

>> grid on

>> axis equal

>> lado_1 = sgrt((x(2)-x(1))"2
lado_1 = 4

>> lado_2 = sqgrt ((x(3)-x(2))"2
lado_2 = 4.2426

>> lado_3 = sqgrt((x(4)-x(3)) "2
lado_3 = 3.1623

>> perimetro = lado_1 + lado_2
perimetro = 11.405

La grafica se presenta en la figura[E3]

+ lado_3

45

3.5

25

Figura E.3: Gréfica del ejercicio 7.
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Infinito, Negacion 16gica,
Interseccién de conjuntos, [I71] Neutro aditivo,
Inverso aditivo, Neutro multiplicativo, 23]
inverso aditivo, Nimero e, 147
Inverso multiplicativo, Nimero complejo conjugado,
Numero natural, 4]
Kilogramo, Nimero primo, 41l
Kil6metro, Niimero racional, 31]
Nimeros, [1]

Lados del cuadrado, [8T]

Ley de doble complemento, [183]

Ley de doble negacion, [167]

Leyes asociativas, 167} 183

Leyes conmutativas, [167]

Leyes de complementacion, 167 [183]
Leyes de complemento, [183]

Leyes de D’Morgan, 183

Leyes de D’Morgan extendidas,

Niimeros compuestos,
Numeros enteros, 3]

Nimeros enteros negativos,
Numeros enteros positivos,
Nidmeros imaginarios,
Numeros naturales,
Nuameros racionales, 3] 31
Numeros reales, 531]

Leyes de dominacién, [167] Octégono regular,
Leyes de idempotencia, [167] [183] operacién AND,
Leyes de identidad, 167 &3] operacién OR, [64
Leyes distributivas, [183] Ortoedro,

literal, [7]

Litro, Paralelogramo,
Logaritmo, T3] Pendiente, [[13]
Logaritmo binario, Pentdgono regular,
Logaritmo decimal, [131] Perimetro, [&1]
Logaritmo natural, [T31] Plano cartesiano, [77]
Linea recta, [78] Polinomio,

Poligono regular,
Magnitud de un nimero complejo, [197]
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Porcentaje, 371 Segmento de recta, [78]

Potencia, Segundo,

Predicado, [[74] Sistema de ecuaciones, [121]
Primos relativos, Subconjunto,

Prisma rectangular ortogonal, Subconjunto propio,
Producto, [17] Suma, 3

Producto Cartesiano, 184 Suma como unién de tableros, 3l
Producto de fracciones, Suma de fracciones, [34]
Productos notables, Suma de niimeros complejos,
Programa Octave, 227] Sumandos, 3

Propiedad asociativa de la suma, [§] Sustitucién de literales, [7]
Propiedad asociativa del producto, Sustraendo, 111

Propiedad conmutativa de la suma, [§] Simbolo de pertenencia,
Propiedad conmutativa del producto,

Propiedad distributiva, 23] Tabla de membresia, [I83]
Propiedad distributiva generalizada, 24, Teorema de Pitdgoras, [84]
Propiedades de la funcién exponencial, 148 Tonelada,

Propiedades de los logaritmos, Trinomio,

Proposiciones, Triangulo,

Proposicién légica, 163 Tridngulo equilétero, ’7

Tridngulo escaleno, [§7]

Punto en el plano, [78]
Tridngulo isésceles, [87]

Radio, Tridngulo rectangulo,
Radién, tridngulo rectangulo,
Rango de una funcién,

Recta, [78] Unidad, 23]

Recta numérica, 511 Unidad imaginaria,

Rectas coincidentes, [81] Uni6n de conjuntos, [71]

Rectas perpendiculares,

Rectas secantes,

Rectangulo,

rectangulo,

Regla de la herradura, 3]

Regla de los signos, 26]

Regla de tres para variacién proporcional directa,
Regla de tres para variacion proporcional inversa, [126|
Regla del paralelogramo,

Relaciones Pitagoricas,

Relacion,

Relacién mayor que, [7]

Relacién menor que, [7]

Valor absoluto,

Valor 16gico Falso, 163

Valor 16gico Verdadero, 163
Variable dependiente,

Variable en Octave, 231]

Variable independiente,
Variacién proporcional directa,
Variacién proporcional inversa, [126|
Vector,

Vector unitario,

Volumen del cubo,

Vértices del cuadrado, [81]

Resta, [THI3 Angulo, [78]

Resta como quitar, [[1] Angulo agudo,

Resta como suma, [[1] Angulo de inclinacién, [[31]

Resta de conjuntos, Angulo de inclinacién de una recta,
Resta de fracciones, 34] Angulo de un nimero complejo,
Resta de niimeros complejos, 204 Angulo llano,
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Angulo negativo,
Angulo obtuso,
Angulo positivo,
Angulo recto,
Area del cuadrado,
Area del cubo,
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